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Υπολογισιμότητα και Πολυπλοκότητα
Computability and Complexity
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Υπολογισιμότητα

Περιεχόμενα

1 Υπολογισιμότητα

Ιστορία - Εισαγωγή

Μαθηματικό Υπόβαθρο

LOOP: Μια απλή γλώσσα προγραμματισμού

Κωδικοποίηση

LOOP-υπολογίσιμες και πρωταρχικές αναδρομικές συναρτήσεις

Σταθερά σημεία

Προγράμματα WHILE και μερικές αναδρομικές συναρτήσεις

Μηχανές Turing και άλλα υπολογιστικά μοντέλα

Σχήματα McCarthy. Στρατηγικές Υπολογισμού

Θέση Church-Turing. Κανονική μορφή Kleene

Μη επιλυσιμότητα. Θεωρία αναδρομικών συναρτήσεων

Αναδρομικά και αναδρομικά αριθμήσιμα σύνολα

Μαντεία. Σχετική Υπολογισιμότητα. Αριθμητικές Σχέσεις

Διοφαντικά σύνολα

2 Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες

3 Υπολογιστική Πολυπλοκότητα
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Υπολογισιμότητα Ιστορία - Εισαγωγή

Το πρόγραμμα του Leibni(t)z

O Leibniz πρότεινε το εξής πρόγραμμα:

1 Να δημιουργηθεί μια τυπική γλώσσα (formal language), με την οποία να μπορούμε
να περιγράψουμε όλες τις μαθηματικές έννοιες και προτάσεις.

2 Να δημιουργηθεί μια μαθηματική θεωρία (δηλαδή ένα σύνολο από αξιώματα και
συμπερασματικούς κανόνες συνεπαγωγής), με την οποία να μπορούμε να
αποδεικνύουμε όλες τις ορθές μαθηματικες προτάσεις.

3 Να αποδειχθεί ότι αυτή η θεωρία είναι συνεπής (consistent), (δηλαδή ότι η πρόταση
“A και όχι Α” (A^␣A) δεν είναι δυνατόν να αποδειχθεί σ’ αυτή τη θεωρία).

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 3 / 422



.
.
.

.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Υπολογισιμότητα Ιστορία - Εισαγωγή

Το πρόγραμμα του Leibni(t)z

Gottfried Wilhelm Leibniz
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Υπολογισιμότητα Ιστορία - Εισαγωγή

Υλοποίηση … Γλώσσα

George Boole Gottlob Frege
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Υπολογισιμότητα Ιστορία - Εισαγωγή

Υλοποίηση … Ενιαία θεωρία

Georg Cantor
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Υπολογισιμότητα Ιστορία - Εισαγωγή

Μη συνέπεια της αφελούς συνολοθεωρίας

Bertrand Russel
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Υπολογισιμότητα Ιστορία - Εισαγωγή

Πρόγραμμα Hilbert, Συνέπεια

David Hilbert Kurt Gödel
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Υπολογισιμότητα Ιστορία - Εισαγωγή

Θέση (thesis) Church-Turing

Θέση (thesis) Church-Turing
Όλα τα γνωστά και “άγνωστα” μοντέλα της έννοιας “υπολογίσιμος” είναι μηχανιστικά
ισοδύναμα (effectively equivalent).

Alonzo Church Alan Turing
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Υπολογισιμότητα Ιστορία - Εισαγωγή

Άλλα υπολογιστικά μοντέλα

Stephen Kleene Emil Post Andrei Andreevich Markov, jr.
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Υπολογισιμότητα Ιστορία - Εισαγωγή

Halting Problem

Θεώρημα
Το Halting Problem (HP) είναι μη αποκρίσιμο.

Απόδειξη.
1 Έστω ότι π0, π1, π2, . . . είναι μια μηχανιστική απαρίθμηση (effective enumeration)
όλων των προγραμμάτων.

2 π : read(n); if πn(n) terminates then loop_forever else halt
3 Διαγωνιοποίηση.
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Υπολογισιμότητα Ιστορία - Εισαγωγή

Υπολογισιμότητα

Ορισμός
Ένα σύνολο S λέγεται αποκρίσιμο ή υπολογίσιμο ή επιλύσιμο (decidable, computable,
solvable) αν και μόνο αν υπάρχει ένας αλγόριθμος που σταματάει ή μια υπολογιστική
μηχανή που δίνει έξοδο “ναι” για κάθε είσοδο α P S και έξοδο “όχι” για κάθε είσοδο α R S.

Ορισμός
Ένα σύνολο S λέγεται καταγράψιμο (με μηχανιστική γεννήτρια) (listable, effectively
generatable) αν και μόνο αν υπάρχει μια γεννήτρια διαδικασία ή μηχανή που
καταγράφει όλα τα στοιχεία του S. Στην, πιθανώς άπειρη, λίστα εξόδου επιτρέπονται οι
επαναλήψεις και δεν υπάρχει περιορισμός για την διάταξη των στοιχείων.

Παρατήρηση
Το HP δεν είναι decidable είναι όμως listable.
Απόδειξη: Dovetailing.
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Υπολογισιμότητα Ιστορία - Εισαγωγή

Αυτοαναφορά

Αυτή η πρόταση είναι ψευδής.
Παράδοξο (αντινομία) του Russel:
A = tx | x R xu. Τότε A P A ή A R A ?
Τον κουρέα σε ένα χωριό που ξυρίζει όλους όσους δεν ξυρίζονται μόνοι τους, ποιός
τον ξυρίζει;
Μεταπαιχνίδι.
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Υπολογισιμότητα Ιστορία - Εισαγωγή

Διαγωνιοποίηση

A : nˆ n boolean πίνακας
di = Aii, για κάθε i, με 1 ď i ď n.
Di = 1´ di, για κάθε i, με 1 ď i ď n.
Το διάνυσμα D δεν εμφανίζεται ούτε ως γραμμή, ούτε ως στήλη στην πίνακα A.
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Υπολογισιμότητα Ιστορία - Εισαγωγή

Διαγωνιοποίηση και Halting Problem

Μηχανιστική απαρίθμηση των προγραμμάτων με μία είσοδο:

π0, π1, π2, . . .

Γράφουμε πx(y) Ó αν το x-οστό πρόγραμμα με είσοδο y P N τερματίζει.
Διαφορετικά αν δεν τερματίζει γράφουμε πx(y) Ò.
Έστω ότι υπάρχει πρόγραμμα halt(x, y) που λύνει το halting problem.
π : read(n); if halt(n, n) then loop_forever else halt
Di : πi = π

πi(i) Óô πi(i) Ò
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Υπολογισιμότητα Ιστορία - Εισαγωγή

Διαγωνιοποίηση και μη πληρότητα του Gödel

Μηχανιστική απαρίθμηση των τύπων (στην αριθμητική Peano) με μία ελεύθερη
μεταβλητή:

ϕ0, ϕ1, ϕ2, . . .

Συνέπεια: Αν ϕ αποδείξιμος, τότε ϕ αληθής.
Πληρότητα: Αν ϕ αληθής, τότε ϕ αποδείξιμος.
ϕ(x) =“δεν υπάρχει απόδειξη για ϕx(x)”.
Di : ϕi = ϕ.
ϕi(i): δεν μπορεί να είναι ψευδής.
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Υπολογισιμότητα Ιστορία - Εισαγωγή

Διαγωνιοποίηση και μη πληρότητα του Gödel

Θεώρημα (μη πληρότητας, Gödel)
Κάθε συνεπής αξιματικοποίηση της αριθμητικής Peano είναι μη πήρης.

Σημείση: Δεν ισχύει το παραπάνω για την αριθμητική Presburger (που δεν έχει την
πράξη *).
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Υπολογισιμότητα Μαθηματικό Υπόβαθρο

Μαθηματική Επαγωγή

P(n): ιδιότητα του n P N.

Για να δείξουμε ότι P(n) είναι αληθής για κάθε n P N αρκεί να δείξουμε:

1 Επαγωγική Βάση: η ιδιότητα ισχύει για n = 0.
2 Επαγωγικό Βήμα: η ιδιότητα κληρονομείται από το n στο n+ 1 (αν είναι αληθής
για n θα είναι και για n+ 1).

P(0), @n(P(n)Ñ P(n+ 1))

@nP(n)
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Υπολογισιμότητα Μαθηματικό Υπόβαθρο

Συμβολοσειρές, αλφάβητα, γλώσσες

Συμβολοσειρά (String)
Μήκος συμβολοσειράς: |w| =# εμφανίσεων συμβόλων.
Substring (υποσυμβολοσειρά)
ε: κενή συμβολοσειρά, τ.ω. |ε| = 0.
Πρόθεμα (prefix)
Επίθεμα (suffix)
*, παράθεση (concatenation)
Αλφάβητο Σ

Σ˚

Γλώσσα L επί του Σ.
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Υπολογισιμότητα Μαθηματικό Υπόβαθρο

Σύνολα

A = tx | P(x)u

x R A : ␣(x P A)

Σύμβολα λογικής: ␣,^,_,Ñ,Ø,@, D
A Ď B (υποσύνολο): @x(x P AÑ x P B)

A = B : A Ď B^ B Ď A

A ‰ B : ␣(A = B)

A Ă B (γνήσιο υποσύνολο)
H (κενό σύνολο)
Ένωση (union): AY B = tx | x P A_ x P Bu

Τομή (intersection): AX B = tx | x P A^ x P Bu
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Υπολογισιμότητα Μαθηματικό Υπόβαθρο

Σύνολα

Διαφορά: AzB = tx | x P A^ x R Bu

Συμμετρική Διαφορά: A‘ B = (AzB)Y (BzA)

Καρτεσιανό γινόμενο: Aˆ B = t(x, y) | x P A^ y P Bu

Δυναμοσύνολο: Pow(A) = tB | B Ď Au

Σύνολο AB όλων των ολικών συναρτήσεων BÑ A.
|A| = πλήθος στοιχείων του A. Ιδιότητες (για πεπερασμένα σύνολα):

|AY B| ď |A|+ |B|
|Aˆ B| = |A| ¨ |B|
|Pow(A)| = 2|A|

|AB| = |A||B|
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Υπολογισιμότητα Μαθηματικό Υπόβαθρο

Σύνολα - Αριθμησιμότητα

Δύο (πιθανώς άπειρα) σύνολα A,B έχουν τον ίδιο πληθάριθμο (|A| = |B|) αν
υπάρχει μια ένα-προς-ένα και επί απεικόνιση AÑ B

N,Z,Q,R
Αριθμήσιμο σύνολο: υπάρχει μια ένα-προς-ένα και επί απεικόνιση από το N στο
σύνολο αυτό.
|N| = |Z| = |Q|
|Nˆ N| = |N| (Cantor)
Το R είναι μη αριθμήσιμο όπως και το διάστημα [0, 1)

|Pow(N)| = |R|
|NÑ N| = |NN| = |R|
|Nˆ NÑ N| = |N||NˆN| = |N||N| = |R|
|NÑ t0, 1u| = |Pow(N)| = |R|
|Σ˚| = |N|
|σύνολο όλων των γλωσσών L στο Σ| = |Pow(Σ˚)| = |R|
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Υπολογισιμότητα Μαθηματικό Υπόβαθρο

Σχέσεις

Ορισμός
Μια διμελής σχέση R στο σύνολο A είναι ένα υποσύνολο του συνόλου Aˆ A:
R Ď Aˆ A. Παρομοίως, για μία n-μελή σχέση: R Ď Aˆ . . .ˆ A.

Για τις διμελείς σχέσεις, εισάγουμε τις παρακάτω έννοιες:

R reflexive (ανακλαστική): @x P A : (x R x)

R irreflexive (αν-ανακλαστική): @x P A : (␣(x R x))

R symmetric (συμμετρική): @x, y P A : (x R yÑ y R x)

R asymmetric (ασυμμετρική): @x, y P A : (x R yÑ ␣(y R x)), π.χ. ă
R antisymmetric (αντισυμμετρική): @x, y P A : (x R y^ y R xÑ x = y), π.χ. ď
R transitive (μεταβατική): @x, y, z P A : (x R y^ y R zÑ x R z)
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Υπολογισιμότητα Μαθηματικό Υπόβαθρο

Σχέσεις

R equivalence (ισοδυναμία): reflexive, symmetric, transitive. π.χ. =
R partial order (μερική διάταξη): reflexive, antisymmetric, transitive. π.χ. ď, Ď

Ορισμός
Αν ” μια σχέση ισοδυναμίας επί του A, ονομάζουμε το σύνολο των ισοδύναμων
στοιχείων με το x κλάση ισοδυναμίας του x και το σύνολο όλων των κλάσεων
ισοδυναμίας συμβολίζεται με A/ ”.

Παράδειγμα
Η ισοτιμία ”5 είναι η σχέση ισοδυναμίας όπου x ”5 yô το 5 διαιρεί ακριβώς το x´ y.
Οι κλάσεις ισοδυναμίας είναι:

t0, 5, 10, . . .u, t1, 6, 11, . . .u, t2, 7, 12, . . .u, t3, 8, 13, . . .u, t4, 9, 14, . . .u
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Υπολογισιμότητα Μαθηματικό Υπόβαθρο

Σχέσεις

R+, transitive closure (μεταβατικό κλείσιμο) της R: η μικρότερη σχέση R1 που
περιέχει την R και είναι μεταβατική:

1 x R yñ x R+ y
2 x R+ y^ y R+ zñ x R+ z
3 τίποτα άλλο δεν ανήκει στην R+ εκτός από ό,τι προκύπτει από 1, 2

R˚, reflexive and transitive closure (ανακλαστικό και μεταβατικό κλείσιμο):

R˚ := R+
Y t(x, x) | x P Au
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Υπολογισιμότητα Μαθηματικό Υπόβαθρο

Συναρτήσεις και Ισομορφισμοί

Ορισμός
Μια ολική συνάρτηση f από το σύνολο A στο σύνολο B (f : AÑ B) είναι μία σχέση
R Ď Aˆ B τέτοια ώστε για κάθε x P A να υπάρχει ακριβώς ένα y P B τέτοιο ώστε
x R y. Το μοναδικό αυτό στοιχείο y για κάθε x συμβολίζουμε συνήθως ως f(x) ή fx ή fx.

Ορισμός
Μια μερική συνάρτηση f από το σύνολο A στο σύνολο B (f : AÑ B) είναι μία σχέση
R Ď Aˆ B τέτοια ώστε για κάθε x P A να υπάρχει το πολύ ένα y P B τέτοιο ώστε x R y.
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Υπολογισιμότητα Μαθηματικό Υπόβαθρο

Συναρτήσεις και Ισομορφισμοί

Ορισμός
Μια συνάρτηση f : AÑ B ονομάζεται injection (μονομορφισμός ή 1-1) αν
@x1, x2 P A : (f(x1) = f(x2)ñ x1 = x2)

Ορισμός
Μια συνάρτηση f : AÑ B ονομάζεται surjection (επιμορφισμός ή επί) αν
@y P B : Dx P A : f(x) = y

Ορισμός
Μια ολική συνάρτηση ονομάζεται bijection (αμφιμονοσήμαντη αντιστοιχία) όταν είναι
1-1 και επί.
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Υπολογισιμότητα Μαθηματικό Υπόβαθρο

Συναρτήσεις και Ισομορφισμοί

Ορισμός
Αλγεβρική δομή: M = xM, g1, . . . , gny, όπου M μη κενό σύνολο και gi πράξεις ή σταθερές.
π.χ. N = xN, 0, Sy,R = xR, 0,+y

Ορισμός
Μια συνάρτηση f : MÑ N ονομάζεται ομομορφισμός (homomorphism) όταν είναι 1-1
και συμβατή με τις πράξεις.
π.χ. R+ = xR+, 1, ¨y,R = xR, 0,+y
ln : R+ Ñ R, ln(1) = 0, ln(a ¨ b) = ln(a) + ln(b)

Ορισμός
Ένας ισομορφισμός (isomorphism) είναι μια ολική συνάρτηση με τις ιδιότητες: 1-1, επί,
ομομορφισμός.

Παράδειγμα
xN,+, ˚y είναι ισομορφικό με xN/ ”5,+, ˚y.
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Υπολογισιμότητα Μαθηματικό Υπόβαθρο

Γράφοι και δένδρα

Ορισμός
Ένας γράφος G = (V,E) αποτελείται από ένα πεπερασμένο σύνολο V κορυφών (ή
κόμβων) και από ένα σύνολο E ακμών, δηλαδή ζευγών μεταξύ των παραπάνω κορυφών.

π.χ. Για τον γράφο του σχήματος ισχύει:
V = t1, 2, 3, 4, 5u,E = ttx, yu | x+ y = 4_ x+ y = 7u
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Υπολογισιμότητα Μαθηματικό Υπόβαθρο

Γράφοι και δένδρα

Ορισμός (Συνεκτικότητα)
Ένας γράφος ονομάζεται συνεκτικός (connected) αν υπάρχει διαδρομή από
οποιαδήποτε κορυφή του γράφου προς οποιαδήποτε άλλη κορυφή.

Ο γράφος του προηγούμενου παραδείγματος δεν είναι συνεκτικός.

Ορισμός
Ένας κατευθυνόμενος γράφος (directed graph ή digraph) είναι ένας γράφος όπου οι
ακμές δεν είναι απλά ζεύγη, αλλά διατεταμένα ζεύη κορυφών.

π.χ. { (a, b), (b, c), (c, b)}: aÑ b Ô c
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Υπολογισιμότητα Μαθηματικό Υπόβαθρο

Γράφοι και δένδρα I

Ορισμός
Ένας κύκλος (cycle) είναι μια κλειστή διαδρομή.

Ορισμός (Ακυκλικότητα)
Ένας γράφος ονομάζεται ακυκλικός (acyclic) αν δεν περιέχει κύκλους.

Ορισμός
Ένας γράφος ονομάζεται δένδρο (tree) αν είναι συνεκτικός και ακυκλικός.
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Υπολογισιμότητα Μαθηματικό Υπόβαθρο

Γράφοι και δένδρα II

Ορισμός
Δένδρο με ρίζα ονομάζεται ένα δένδρο το οποίο έχει ρίζα, δηλαδή έναν κόμβο που δεν
έχει προηγούμενο.

Επιπλέον έννοιες: πρόγονοι (predecessors), απόγονοι (successors), γονείς (parents),
παιδιά (children), φύλλα (leaves), εσωτερικοί κόμβοι (internal nodes).
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Υπολογισιμότητα LOOP: Μια απλή γλώσσα προγραμματισμού

Περιγραφή της LOOP

Δε χρειάζονται δηλώσεις (declarations)
Τέσσερα ήδη αναθέσεων (assignments)

x := 0, x := y, x := y+ 1, x := y .´ 1

Παρατήρηση: 0 .
´ 1 = 0, (x+ 1)

.
´ 1 = x

for loop:
for i := 1 to y do … end
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Υπολογισιμότητα LOOP: Μια απλή γλώσσα προγραμματισμού

Παραδείγματα LOOP

1 Πρόγραμμα για x := y+ z (δηλ. add(y, z)):
x := y; for w := 1 to z do x := x+ 1 end

2 x := y ˚ z (δηλ. mult(y, z)):
x := 0; for w := 1 to z do x := add(x, y) end

3 x := y .´ z (δηλ. sub(y, z)):
(
Παρατήρηση: y .´ z =

#

0, y ă z
y´ z, αλλιώς

)
x := y; for w := 1 to z do x := x .´ 1 end

4 if y = 0 then x := 0 else x := 1 (δηλ. ifnzero(y)):
x := 0; z := 0; for w := 1 to y do x := z+ 1 end

5 if y = 0 then x := 1 else x := 0 (δηλ. ifzero(y)):
x := 0; x := x+ 1; for w := 1 to y do x := 0 end

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 34 / 422
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Υπολογισιμότητα LOOP: Μια απλή γλώσσα προγραμματισμού

Συντακτικά Διαγράμματα της LOOP I

Variable:

Assignment:
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Υπολογισιμότητα LOOP: Μια απλή γλώσσα προγραμματισμού

Συντακτικά Διαγράμματα της LOOP II

Program:
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Υπολογισιμότητα LOOP: Μια απλή γλώσσα προγραμματισμού

Επαγωγή και Αναδρομή

Η επαγωγή είναι:

Μέθοδος απόδειξης
A(0): Βάση
@n : A(n)Ñ A(n+ 1): Επαγωγικό βήμα

Τρόπος ορισμού επαγωγικού πεδίου
Αρχικά στοιχεία (initial objects)
Πράξεις για κείσιμο (closure operations)

Για κάθε επαγωγικό πεδίο μπορούμε να αποδεικνύουμε ιδιότητες των αντικειμένων
χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της επαγωγής.
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Υπολογισιμότητα LOOP: Μια απλή γλώσσα προγραμματισμού

Επαγωγή I

Παραδείγματα:

1 N = το σύνολο των φυσικών αριθμών
Αρχικό στοιχείο: 0
Πράξη για κλείσιμο: successor

N = t0u Y tn+ 1 | n P Nu
2 Σ˚ = το σύνολο όλων των strings του αλφάβητου Σ:

αρχικά στοιχεία: ε, α για κάθε α P Σ
πράξεις για κλείσιμο: concatenation

3 Σύνολο θεωρημάτων:
αρχικά στοιχεία: αξιώματα
πράξεις για κλείσιμο: συμπερασματικοί κανόνες (inference rules)

4 Σύνολο όρων σε μία μαθηματική θεωρία:
αρχικά στοιχεία: σταθερές και μεταβλητές
πράξεις για κλείσιμο: σύνθεση (composition) συναρτησιακών συμβόλων
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Υπολογισιμότητα LOOP: Μια απλή γλώσσα προγραμματισμού

Επαγωγή II

5 Σύντακτικά ορθοί τύποι (καλώς, ορισμένοι, wff) σε μία θεωρία μόνο με το
κατηγορηματικό σύμβολο “=”:

αρχικά στοιχεία: τύποι της μορφής όρος1 = όρος2
πράξεις για κλείσιμο: της μορφής ␣Φ,Φ^Ψ,Φ_Ψ,ΦÑ Ψ,ΦØ Ψ, DxΦ,@xΦ, όπου
Φ,Ψ είναι τύποι και x είναι μεταβλητή.

6 Σύνολο προγραμμάτων LOOP:
αρχικά στοιχεία: της μορφής x := 0, x := y, x := y+1, x := y .

´ 1 και το κενό πρόγραμμα.
πράξεις για κλείσιμο: “;” (παράθεση), “for” (βρόχος)

7 S1 = t0u Y tn+ 2 | n P S1u
8 S2 = t3, 5u Y t2n+ m | m, n P S2 ^ n ă mu
9 S3 = t0u Y tn+ 2 | n P S3u Y tn+ 5 | n P S3u
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Υπολογισιμότητα LOOP: Μια απλή γλώσσα προγραμματισμού

Αναδρομή I

Ορισμός
Αναδρομικό πεδίο = Επαγωγικό πεδίο + Unique parsing

Παραδείγματα:

1 N
2 Το Σ˚ με τον παραπάνω ορισμό δεν είναι αναδρομικό.

abb = conc(ab, b) = conc(a, bb)

Όμως το Σ˚ δεν είναι ουσιδώς διφορούμενο (inherently ambiguous). Με τον
παρακάτω ορισμό το Σ˚ είναι αναδρομικό:

Σ˚ = tεu Y twa| w P Σ˚
^ a P Σu

3 Το S1 είναι αναδρομικό ενώ το S3 δεν είναι. π.χ. 10 = 0 + 2+ 2+ 2+ 2 = 0+ 5+ 5.
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Υπολογισιμότητα LOOP: Μια απλή γλώσσα προγραμματισμού

Αναδρομή II

4 A = ta, ab, bau. Το A˚ είναι επαγωγικό πεδίο αλλά ουσιωδώς διφορούμενο (μη
αναδρομικό). π.χ. aba = conc(a, ba) = conc(ab, a).

Σε αναδρομικά πεδία μπορούμε να ορίζουμε μονοσήμαντα συναρτήσεις
χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της αναδρομής:

1 Παραγοντικό:
"

0! = 1
(n+ 1)! = n! ¨ (n+ 1)

2 Ακολουθία Fibonacci:

$

&

%

f(0) = 1
f(1) = 1
f(n+ 2) = f(n) + f(n+ 1)
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Υπολογισιμότητα LOOP: Μια απλή γλώσσα προγραμματισμού

Αναδρομή III

3 Συνάρτηση παρόμοια με αυτή του Ackermann:

f(x, y, 0) = y+ 1

f(x, y, 1) = x+ y = x+ 1 + 1 + . . .+ 1 (y φορές)
f(x, y, 2) = x ¨ y = x+ x+ x+ . . .+ x (y φορές)
f(x, y, 3) = xy = x ¨ x ¨ x ¨ . . . ¨ x (y φορές)

f(x, y, 4) = xx
x¨

¨¨x

(y φορές)
. . .

4

#

x+ 0 = x
x+ Sy = S(x+ y)

ή
#

add(x, 0) = x
add(x, Sy) = S(add(x, y))
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Υπολογισιμότητα LOOP: Μια απλή γλώσσα προγραμματισμού

Αναδρομή IV

5

#

x ˚ 0 = 0

x ˚ Sy = x+ x ˚ y

6

#

x .´ 0 = x
x .´ Sy = P(x .´ y)

, όπου P(n) = n .´ 1

7

#

sg(0) = 0

sg(Sx) = 1
ή sg(x) = x .´ P(x)

8

#

sg(0) = 1

sg(Sx) = 0
ή sg(x) = 1

.
´ x
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Υπολογισιμότητα LOOP: Μια απλή γλώσσα προγραμματισμού

Πρωταρχική αναδρομή I

Σχήμα πρωταρχικής αναδρομής (scheme of primitive recursion):

"

f(x, 0) = g(x)
f(x, Sy) = h(x, y, f(x, y))

Ορισμός
Η κλάση των primitive recursive functions (πρωταρχικά αναδρομικών συναρτήσεων) P
είναι η μικρότερη κλάση συναρτήσεων που:

περιέχει τις εξής αρχικές συναρτήσεις: S, P, Z,Un
i (για όλα τα n, i : 1 ď i ď n) και

είναι κλειστή ως προς τα σχήματα σύνθεσης και πρωταρχικής αναδρομής.
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Υπολογισιμότητα LOOP: Μια απλή γλώσσα προγραμματισμού

Πρωταρχική αναδρομή II

Ορισμός
Η κλάση των primitive recursive functions (πρωταρχικά αναδρομικών συναρτήσεων) P
είναι η μικρότερη κλάση συναρτήσεων που:

περιέχει τις εξής αρχικές συναρτήσεις: S, P, Z,Un
i (για όλα τα n, i : 1 ď i ď n) και

είναι κλειστή ως προς τα σχήματα σύνθεσης και πρωταρχικής αναδρομής.
Διευκρινίσεις:
– S(x) = x+ 1 (επόμενο)
– P(x) = x .´ 1 (προηγούμενο)
– Z(x) = 0 (μηδενική)
– Un

i (x1, . . . , xn) = xi, 1 ď i ď n (προβολές)
– Σύνθεση: π.χ.: f(x, y) = g(h1(x, y), h2(x, y), h3(x, y))

– Πρωταρχική αναδρομή: π.χ.:
#

f(0) = c
f(Sy) = h(y, f(y))
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Υπολογισιμότητα Κωδικοποίηση

Απαρίθμηση ζευγών φυσικών αριθμών I

0

4
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1
2

1 2 3 4

...

...

...
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Υπολογισιμότητα Κωδικοποίηση

Απαρίθμηση ζευγών φυσικών αριθμών II

C(0, 0) = 0

C(2, 1) = 7 κωδικοποίηση κατά Cantor
D1(7)=2, D2(7)=1 : αποκωδικοποίηση
C(m, n) = (n+m)(n+m+1)

2
+ m, η C είναι 1-1 και επί.

Ορισμός
Μια συνάρτηση σύζευξης (pairing function) C είναι μια τεχνική αρίθμησης ζευγών για
την οποία υπάρχουν οι αντίστροφες συναρτήσεις (D1, D2) που ικανοποιούν τις εξής
συνθήκες για κάθε n, m, k:

D1(C(n,m)) = n, D2(C(n,m)) = m, C(D1(k),D2(k)) = k
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Υπολογισιμότητα Κωδικοποίηση

Απαρίθμηση n-άδων φυσικών αριθμών

C2 ” C, D2
i ” Di

C3(a, b, c) = C2(a,C2(b, c))

D3
1(z) = D2

1(z), D3
2(z) = D2

1(D
2
2(z)), D3

3(z) = D2
2(D

2
2(z))), κ.ο.κ.

και γενικά για n ě 3:

Cn(a1, a2, . . . , an) = C2(a1,Cn´1(a2, . . . , an))

Dn
1(z) = D2

1(z) και για i ą 1 : Dn
i (z) = Dn´1

i´1 (D
2
2(z))

Για κωδικοποίηση πεπερασμένων ακολουθιών:

Cf(a1, a2, . . . , an) = Cn+1(n, a1, a2, . . . , an) κ.ο.κ.

όπου n είναι το μήκος.
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Υπολογισιμότητα Κωδικοποίηση

Gödelization (Γκεντελοποίηση)

Μέθοδος κωδικοποίησης κατα Gödel που βασίζεται στο unique factorization property των
φυσικών αριθμών:

Παράδειγμα
G(4, 8, 3) = 24+1 ¨ 38+1 ¨ 53+1

G(2, 0) = 22+1 ¨ 31

Και γενικά:
G(a0, . . . , an) = pa0+1

0 . . . pan+1
n

Παρατήρηση: Η παραπάνω κωδικοποίηση καθώς και η αποκωδικοποίηση μπορούν να
γίνουν με προγράμματα LOOP.
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Υπολογισιμότητα Κωδικοποίηση

Πρώτοι αριθμοί I

Ορισμός
Πρώτος αριθμός λέγεται ένας ακέραιος μεγαλύτερος του 1 που δεν έχει άλλους
διαιρέτες εκτός από το 1 και τον εαυτό του, ειδάλλως λέγεται σύνθετος.

Πρόταση
Κάθε ακέραιος μεαύτερος του 1 είναι είτε πρώτος είτε ινόμενο πρώτν αριθμών.

Θεώρημα (Ευκλείδη)
Οι πρώτοι είναι άπειροι σε πήθος.

Απόδειξη.
Έστω ότι οι πρώτοι είναι πεπερασμένοι σε πλήθος—συγκεκριμένα p1, p2, . . . , pn—τότε ο
αριθμός p1p2 . . . pn + 1 δε διαιρείται από κανένα πρώτο εκ τών p1, p2 . . . pn, άρα είναι
πρώτος ή διαιρείται με άλλο πρώτο, κάτι που είναι άτοπο.
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Υπολογισιμότητα Κωδικοποίηση

Πρώτοι αριθμοί II

Θεώρημα (Θεμελιώδες Θεώρημα Αριθμητικής)
Κάθε αριθμός μπορεί να ραφεί με μοναδικό τρόπο σε ινόμενο πρώτν αριθμών (όχι
απαραίτητα διαφορετικών ανά δύο).

Θεώρημα (Θεώρημα Τεσσάρων τετραγώνων του Lagrange)
Κάθε θετικός ακέραιος μπορεί να αναπαρασταθεί ς άθροισμα τεσσάρν τετραώνν.

Εικασία (Εικασία του Goldbach)
Κάθε άρτιος φυσικός μεαύτερος του δύο μπορεί να αναπαρασταθεί ς το άθροισμα
δύο πρώτν.

Ορισμός
Αν ο p είναι πρώτος και ο p+ 2 είναι επίσης πρώτος τότε αυτοί λέγονται δίδυμοι πρώτοι.
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Υπολογισιμότητα Κωδικοποίηση

Πρώτοι αριθμοί III

Εικασία (Εικασία των Διδύμων Πρώτων)
Υπάρχουν άπειρα το πήθος ζευάρια διδύμν πρώτν.

Θεώρημα (Θεώρημα Πρώτων Αριθμών (de la Valee Poussin, Hadamard))
Αν με π(x) συμβοίσουμε το πήθος τν πρώτν αριθμών μικρότερν ή ίσν του x, τότε

π(x) ÝÝÝÑ
xÑ8

x
log x

Θεώρημα (Vinogradov)
Υπάρχει ακέραιος N ώστε κάθε n περιττός αριθμός μεαύτερος του N ράφεται σαν
άθροισμα τριών πρώτν αριθμών. Η καύτερη νστή τιμή του N είναι
N = 3, 33ˆ 1043000.
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Υπολογισιμότητα Κωδικοποίηση

Πρώτοι αριθμοί IV

Πόρισμα
Κάθε αριθμός μεαύτερος από την παραπάν σταθερά μπορεί να ραφτεί ς
άθροισμα τεσσάρν πρώτν.

Θεώρημα (Chen)
Υπάρχει ακέραιος N ώστε κάθε n άρτιος αριθμός μεαύτερος του N ράφεται σαν
άθροισμα ενός πρώτου και ενός ινομένου το πού δύο πρώτν αριθμών.

Παρατήρηση: Πρόσφατα(2002) οι Saxena, Kayal και Agrawal απέδειξαν ότι το πρόβλημα
PRIMES είναι στο P.
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Υπολογισιμότητα Κωδικοποίηση

Άλλη μια συνάρτηση κωδικοποίησης

Παρακάτω περιγράφουμε μια ακόμη συνάρτηση σύζευξης, C:

C(n,m) = 2n ˚ (2m+ 1)´ 1

Υπάρχει προφανώς πρόγραμμα loop που να υπολογίζει τη C(n,m).

Ως προς τις αντίστροφες συναρτήσεις D1, D2, αν k είναι ένας φυσικός αριθμός,
αποδεικνύεται ότι υπάρχει μοναδικό ζεύγος n = D1(k), m = D2(k), ώστε: C(m, n) = k.
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Υπολογισιμότητα LOOP-υπολογίσιμες και πρωταρχικές αναδρομικές συναρτήσεις

Σημασιολογία προγραμμάτων LOOP

Program semantics (σημασιολογία): specifications, formal verification.

Υπάρχουν τρεις μαθηματικοί τρόποι να μιλήσουμε για σημασιολογία:

Operational semantics (λειτουργική σημασιολογία)
Denotational semantics (δηλωτική σημασιολογία)
Axiomatic semantics (αξιωματική σημασιολογία)
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Υπολογισιμότητα LOOP-υπολογίσιμες και πρωταρχικές αναδρομικές συναρτήσεις

Σημασιολογία προγραμμάτων LOOP
Λειτουργική σημασιολογία

Ορισμοί
LOOPn: το σύνολο των LOOP προγραμμάτων με μεταβλητές εκ των x1, x2, . . . , xn.
Configuration είναι ένα στοιχείο του Nn,συγκεκριμένα οι τιμές των μεταβλητών
x1, x2, . . . , xn.
Computation είναι ένα στοιχείο του (Nn)˚: συγκεκριμένα μια ακολουθία από
διαδοχικές διαμορφώσεις.

Ορισμός (Λειτουργική σημασιολογία)

So : LOOPn ˆ Nn
Ñ (Nn)˚

(η So μπορεί να οριστεί με πρωταρχική αναδρομή)
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Υπολογισιμότητα LOOP-υπολογίσιμες και πρωταρχικές αναδρομικές συναρτήσεις

Σημασιολογία προγραμμάτων LOOP
Δηλωτική σημασιολογία

Ορισμός (Δηλωτική σημασιολογία)

Sd : LOOPn ˆ Nn
Ñ Nn
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Υπολογισιμότητα LOOP-υπολογίσιμες και πρωταρχικές αναδρομικές συναρτήσεις

Σημασιολογία προγραμμάτων LOOP
Αξιωματική σημασιολογία

Assertions, Invariants

Παράδειγμα 1:
(1) x:=y; (2) for w:=1 to z do (3) x:=succ x (4) end (5)

1 y = a1 ^ z = a2. Βεβαίωση εισόδου.
2 y = a1 ^ z = a2 ^ x = a1.
3 y = a1 ^ z = a2 ^ x = a1 + w´ 1^ w ď a2. Αναλλοίωτη βρόχου.
4 y = a1 ^ z = a2 ^ x = a1 + w.
5 y = a1 ^ z = a2 ^ x = a1 + a2. Βεβαίωση εξόδου.
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Υπολογισιμότητα LOOP-υπολογίσιμες και πρωταρχικές αναδρομικές συναρτήσεις

Σημασιολογία προγραμμάτων LOOP
Αξιωματική σημασιολογία

Παράδειγμα 2 (Pascal):
(1) z:=0; u:=x; (2) repeat (3) z:=z+y (4) u:=u-1 (5) until u=0 (6)

Βεβαιώσεις:

1 x ą 0^ y ą 0. Βεβαίωση εισόδου.
2 z = 0^ u = x^ x ą 0^ y ą 0.
3 z+ u ˚ y = x ˚ y^ u ą 0. Αναλλοίωτη βρόχου.
4 (z´ y) + u ˚ y = x ˚ y^ u ą 0.
5 (z´ y) + (u+ 1) ˚ y = x ˚ y^ u ě 0.
6 z+ u ˚ y = x ˚ y^ u ě 0 (δηλαδή z = x ˚ y^ u = 0). Βεβαίωση εξόδου.

u: συνθήκη τερματισμού (termination condition) μια γνησίως φθίνουσα συνάρτηση που
εγγυάται τον τερματισμό όταν u = 0.
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Υπολογισιμότητα LOOP-υπολογίσιμες και πρωταρχικές αναδρομικές συναρτήσεις

LOOP-υπολογισιμότητα

Ορισμός
Μια συνάρτηση f : Nn Ñ N λέγεται LOOP-υπολογίσιμη (LOOP-computable) εάν
υπάρχει ένα LOOPn+m πρόγραμμα

π(x1, . . . , xn, . . . , xn+m)

και ένα i ď m+ n έτσι ώστε για κάθε a1, a2, . . . , an P N:

f(a1, a2, . . . , an) = Sd,i(π)[a1, . . . , an, 0, . . . , 0] .
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Υπολογισιμότητα LOOP-υπολογίσιμες και πρωταρχικές αναδρομικές συναρτήσεις

Πρωταρχικές αναδρομικές συναρτήσεις I

Ορισμός
Η κλάση P των πρωταρχικών αναδρομικών συναρτήσεων είναι η μικρότερη κλάση
συναρτήσεων που:

1 περιέχει τις εξής αρχικές συναρτήσεις: S, P, Z, Un
i (για όλα τα n και i ď n) και

2 είναι κλειστή ως προς τα σχήματα της σύνθεσης και της πρωταρχικής αναδρομής.
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Υπολογισιμότητα LOOP-υπολογίσιμες και πρωταρχικές αναδρομικές συναρτήσεις

Πρωταρχικές αναδρομικές συναρτήσεις II

Εξηγήσεις:
S(x) = x+ 1, P(x+ 1) = x, P(0) = 0, Z(x) = 0,
Un
i (x1, x2, . . . , xn) = xi, 1 ď i ď n

Σύνθεση: f(x) = h(g(x))
γενικά f(x1, x2, . . . , xn) = h(g1(x1, x2, . . . , xn), . . . , gm(x1, x2, . . . , xn))

Πρταρχική Αναδρομή:
#

f(0) = C
f(Sy) = h(y, f(y))

Γενικά:
#

f(x1, x2, . . . , xn, 0) = g(x1, x2, . . . , xn)
f(x1, x2, . . . , xn, Sy) = h(x1, x2, . . . , xn, y, f(x1, x2, . . . , xn, y))
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Υπολογισιμότητα LOOP-υπολογίσιμες και πρωταρχικές αναδρομικές συναρτήσεις

Πρωταρχικές αναδρομικές συναρτήσεις III

Παραδείγματα:

1

#

add(x, 0) = U1
1(x)

add(x, Sy) = h(x, y, add(x, y))
όπου h(x, y, z) = S(U3

3(x, y, z))

2

#

mult(x, 0) = Z(x)
mult(x, Sy) = h(x, y,mult(x, y))
όπου h(x, y, z) = add(U3

1(x, y, z),U
3
3(x, y, z))

3 mult2(x) = mult(S(S(Z(x))),U1
1(x))

4

#

pow2(0) = 1

pow2(Sy) = h(y, pow2(y))
όπου h(y, z) = mult2(U2

2(y, z))

5 Αν η g(x, y) είναι πρωταρχικά αναδρομική, τότε είναι και η f:
f(x) = g(x, x) = g(U1

1(x),U
1
1(x)) (ταυτοποίηση ορισμάτων)

6 Αν η g(x, y) είναι πρωταρχικά αναδρομική, τότε είναι και η f:
f(x, y) = g(y, x) = g(U2

2(x, y),U
2
1(x, y)) (εναλλαγή ορισμάτων)

7 abs(x´ y) = (x .´ y) + (y .´ x)
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Υπολογισιμότητα LOOP-υπολογίσιμες και πρωταρχικές αναδρομικές συναρτήσεις

Πρωταρχικές αναδρομικές συναρτήσεις IV

8 προσημοσυναρτήσεις (sg, sg)
9 eq(x, y) = sg(abs(x´ y))

Παρατήρηση
Οι sg, sg και eq είναι χαρακτηριστικές συναρτήσεις.

Ορισμός
Μια σχέση R Ď Nn είναι πρωταρχική αναδρομική, αν η χαρακτηριστική συνάρτηση χR
είναι πρωταρχική αναδρομική, όπου

χR(x1, . . . , xn) =

#

1, αν (x1, . . . , xn) P R
0, αλλιώς
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Υπολογισιμότητα LOOP-υπολογίσιμες και πρωταρχικές αναδρομικές συναρτήσεις

Άλλα είδη αναδρομής I

Ακολουθία Fibonacci:
$

’

&

’

%

f(0) = 1

f(1) = 1

f(SSn) = f(n) + f(Sn)

Αυτό το σχήμα είναι αναδρομή αλλά δεν είναι πρωταρχική αναδρομή!

Αμοιβαία (Mutual) Πρωταρχική Αναδρομή
#

f1(0) = 1

f1(Sn) = f1(n) + f2(n)

#

f2(0) = 0

f2(Sn) = f1(n)

f1 : 1, 1, 2, 3, 5, 8, . . . f2 : 0, 1, 1, 2, 3, 5, . . .
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Υπολογισιμότητα LOOP-υπολογίσιμες και πρωταρχικές αναδρομικές συναρτήσεις

Άλλα είδη αναδρομής II

Γενικά: για j = 1, . . . ,m:
$

’

&

’

%

fj(x1, x2, . . . , xn, 0) = gj(x1, . . . , xn)
fj(x1, x2, . . . , xn, Sy) = hj(x1, . . . , xn, y, f1(x1, x2, . . . , xn, y), . . .

, fm(x1, x2, . . . , xn, y))

Λήμμα
Αν όες οι συναρτήσεις gj και hj είναι πρταρχικές αναδρομικές, τότε και οι συναρτήσεις
fj, όπς ορίζονται από το παραπάν σχήμα, είναι επίσης πρταρχικές αναδρομικές.
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Υπολογισιμότητα LOOP-υπολογίσιμες και πρωταρχικές αναδρομικές συναρτήσεις

Άλλα είδη αναδρομής III

Απόδειξη.
Χρησιμοποιούμε κωδικοποίηση και αποκωδικοποίηση κατά (π.χ.) Cantor. Σημειωτέον ότι
αυτές (Cm και Dm

i ) είναι πρωταρχικές αναδρομικές.
#

f(x1, x2, . . . , xn, 0) = Cm(g1(x1, . . . , xn), . . . , gm(x1, . . . , xn))
f(x1, x2, . . . , xn, Sy) =

Cm(h1[x1, . . . , xn, y,Dm
1 (f(x1, x2, . . . , xn, y)), . . . ,D

m
m(f(x1, x2, . . . , xn, y))],

. . . , hm[x1, . . . , xn, y,Dm
1 (f(x1, x2, . . . , xn, y)), . . . ,D

m
m(f(x1, x2, . . . , xn, y))])

Η f ορίζεται με πρωταρχική αναδρομή, είναι άρα πρωταρχική αναδρομική.
fj(x1, x2, . . . , xn, y) = Dm

j (f(x1, x2, . . . , xn, y)) και συνεπώς και οι συναρτήσεις fj είναι
επίσης πρωταρχικές αναδρομικές.

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 67 / 422



.
.
.

.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Υπολογισιμότητα LOOP-υπολογίσιμες και πρωταρχικές αναδρομικές συναρτήσεις

Ισοδυναμία πρωταρχικών αναδρομικών και LOOP συναρτήσεων I

Θεώρημα
Κάθε πρταρχική αναδρομική συνάρτηση είναι LOOP-υποοίσιμη.

Απόδειξη: Με επαγωγή στη δομή της συνεπαγωγικής ακολουθίας των πρωταρχικών
αναδρομικών συναρτήσεων.

Παρατήρηση
Η επαγωγική απόδειξη ιδιότητας σε επαγωγικό πεδίο συνεπάγεται:

1 απόδειξη της ιδιότητας για τα αρχικά στοιχεία
2 απόδειξη της ιδιότητας για “νέα” στοιχεία που δημιουργούνται με πράξεις
κλεισίματος και με “παλιά” στοιχεία για τα οποία υποθέτουμε ότι έχουν την
ιδιότητα.
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Υπολογισιμότητα LOOP-υπολογίσιμες και πρωταρχικές αναδρομικές συναρτήσεις

Ισοδυναμία πρωταρχικών αναδρομικών και LOOP συναρτήσεων II

1 Αρχικές συναρτήσεις
αρχικές συναρτήσεις Loop-πρόγραμμα μεταβλητή εξόδου

S x := succ x x
P x := pred x x
Z x := 0 x
Un
i κενό πρόγραμμα xi

2 Σχήματα κλεισίματος
1 Σύνθεση: Έστω ότι δίνονται τα m+ 1 προγράμματα για:

y1 := g1(x1, x2, . . . , xn)
. . .
ym := gm(x1, x2, . . . , xn) και
z := h(y1, y2, . . . , yn).

Τότε η f που ορίζεται με σύνθεση από τις g1, g2, …, gm και h, με το σχήμα δηλαδή:
f(x1, x2, . . . , xn) = h(g1(x1, x2, . . . , xn), . . . , gm(x1, x2, . . . , xn))

μπορεί να υπολογιστεί με το εξής πρόγραμμα:
“y1 := g1(x1, x2, . . . , xn)”; . . . ; “ym := gm(x1, x2, . . . , xn)”; “z := h(y1, y2, . . . , ym)”
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Υπολογισιμότητα LOOP-υπολογίσιμες και πρωταρχικές αναδρομικές συναρτήσεις

Ισοδυναμία πρωταρχικών αναδρομικών και LOOP συναρτήσεων III

2 Πρωταρχική Αναδρομή: Έστω ότι δίνονται προγράμματα για “y := g(x1, . . . , xn)” και
“y := h(x1, . . . , xn, u, y)”.
Τότε η f που ορίζεται με πρωταρχική αναδρομή από τις συναρτήσεις g και h, με το
σχήμα δηλαδή:

#

f(x1, x2, . . . , xn, 0) = g(x1, . . . , xn)
f(x1, x2, . . . , xn, Sy) = h(x1, . . . , xn, y, f(x1, x2, . . . , xn, y))

μπορεί να υπολογιστεί με το εξής πρόγραμμα:
z := xn+1; “y := g(x1, x2, . . . , xn)”; for u := 1 to z do “y := h(x1, x2, . . . , xn, u´ 1, y)” end
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Υπολογισιμότητα LOOP-υπολογίσιμες και πρωταρχικές αναδρομικές συναρτήσεις

Ισοδυναμία πρωταρχικών αναδρομικών και LOOP συναρτήσεων I

Θεώρημα
Κάθε LOOP-υποοίσιμη συνάρτηση είναι πρταρχική αναδρομική.

Απόδειξη: Με επαγωγή στη δομή των προγραμμάτων LOOP:

1 Αρχικά προγράμματα (αναθέσεις)
Αρχικό πρόγρ. (αναθέσεις) Πρωτ. Αναδρ. Συναρτ.
y := xi (μετ. εξόδου y) Un

i (x1, x2, . . . , xn)
y := succ xi S(Un

i (x1, x2, . . . , xn))
y := pred xi P(Un

i (x1, x2, . . . , xn))
y := 0 Z(Un

i (x1, x2, . . . , xn))
κενό π (μετ. εξόδου xj) Un

j (x1, x2, ..., xn)
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Υπολογισιμότητα LOOP-υπολογίσιμες και πρωταρχικές αναδρομικές συναρτήσεις

Ισοδυναμία πρωταρχικών αναδρομικών και LOOP συναρτήσεων II

2 Δομές Ελέγχου ροής προγράμματος
1 Παράθεση (;): Έστω ότι το π1 υπολογίζει τις πρωταρχικές αναδρομικές συναρτήσεις g1
(μεταβλητή εξόδου: x1), g2 (μεταβλητή εξόδου: x2), …, gn (μεταβλητή εξόδου: xn) και ότι
το π2 υπολογίζει την πρωταρχική αναδρομική συνάρτηση h (μεταβλητή εξόδου: xj).
Τότε το πρόγραμμα π1;π2 υπολογίζει:

hj(g1(x1, . . . , xn), . . . , gn(x1, . . . , xn)) = f(x1, x2, . . . , xn)

που είναι πρωταρχική αναδρομική λόγω του κλεισίματος ως προς σύνθεση συναρτήσεων.
2 βρόχος for: Έστω ότι το π υπολογίζει τις πρωταρχικές αναδρομικές συναρτήσεις h1
(μεταβλητή εξόδου: x1), h2 (μεταβλητή εξόδου: x2), …, hn (μεταβλητή εξόδου: xn) και
χωρίς βλάβη της γενικότητας ας υποθέσουμε ότι ούτε η μεταβλητή ελέγχου w ούτε το
άνω όριο z δεν εμφανίζονται στο π (αλλιώς μετατρέψτε το π σε ισοδύναμο· δες εξήγηση
παρακάτω).
Τότε το πρόγραμμα for w := 1 to z do π end υπολογίζει τις συναρτήσεις fj (1 ď j ď n):

#

fj(x1, x2, . . . , xn, 0) = Unj (x1, . . . , xn)
fj(x1, x2, . . . , xn, Sz) = hj(f1(x1, . . . , xn, z), . . . , fn(x1, x2, . . . , xn, z))

που είναι πρωταρχικές αναδρομές λόγω του κλεισίματος ως προς αμοιβαία πρωταρχική
αναδρομή.
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Υπολογισιμότητα LOOP-υπολογίσιμες και πρωταρχικές αναδρομικές συναρτήσεις

Ισοδυναμία πρωταρχικών αναδρομικών και LOOP συναρτήσεων III

Εξήγηση: Αν η μεταβλητή ελέγχου (έστω xk) και το άνω όριο (έστω xm)
εμφανίζονται στο π, μετατρέπουμε το πρόγραμμα for xk := 1 to xm do π end στο
ακόλουθο ισοδύναμο πρόγραμμα π1 (ισοδύναμο πρόγραμμα ως προς τις μεταβλητές
x1, x2, …, xn, του π): xk := 1; z := xm; for w := 1 to z do (* w, z νέες μεταβλητές *)
π; xk := xk + 1 end
Βασιζόμενοι τώρα στις προηγούμενες αποδείξεις για την παράθεση προγραμμάτων
και το βρόχο for, μπορούμε εύκολα να δείξουμε ότι κάθε μια από τις fj (1 ď j ď n)
τις οποίες υπολογίζει το π1 είναι πρωταρχική αναδρομή. Επομένως, και κάθε fj του
ισοδύναμου προγράμματος for xk := 1 to xm do π end είναι πρωταρχική αναδρομική.
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Υπολογισιμότητα Σταθερά σημεία

Σταθερά σημεία I
Ορισμοί
Mk = Mˆ ¨ ¨ ¨ ˆM

loooooomoooooon

k φορές
NM: σύνοο τν οικών συναρτήσεν από το M στο N.
χ: χαρακτηριστική συνάρτηση στο M: χ : MÑ t0, 1u

χS: χαρακτηριστική συνάρτηση συνόου S Ď M: χS(a) =
#

1, a P S
0, αλλιώς

Το σύνολο των χαρακτηριστικών συναρτήσεων στο M είναι ισομορφικό του
δυναμοσυνόλου του M (t0, 1uM – Pow(M)).

Ορισμός
Αν M,N αλγεβρικές δομές τότε μία συνάρτηση f : MÑ N ονομάζεται ομομορφισμός
όταν είναι 1-1 και συμβατή με τις πράξεις.

Ορισμός
Ένας ισομορφισμός είναι μία συνάρτηση με τις ιδιότητες: 1-1, επί, ομομορφισμού.
(Επίσης ονομάζεται και αντιστοιχία.)
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Υπολογισιμότητα Σταθερά σημεία

Σταθερά σημεία II

Λήμμα (Επανάληψης)
Έστ a P N και g : NÑ N.
Υπάρχει ακριβώς μία συνάρτηση f : NÑ N τέτοια ώστε:

Σχήμα Επανάηψης
(Scheme of Iteration)

#

f(0) = a
f(Sx) = g(f(x))

(˚)

Απόδειξη.
Χρησιμοποιώντας επαγωγή κατασκευάζουμε διαδοχικά συναρτήσεις f0, f1, …, fi, … με
dom(fi) = t0, 1, . . . , iu, τέτοια ώστε fi(0) = a και fi(n+ 1) = g(fi(n)), για κάθε n ă i.
Όλες οι fi έχουν τις ίδιες τιμές στο κοινό πεδίο ορισμού τους (συμβολισμός
f0 Ď f1 Ď f2 Ď . . . ).
Ορίζουμε: f(n) = fn(n), @n P N. Η f ικανοποιεί την (˚), άρα αποδείξαμε την ύπαρξη.
Έστω τώρα f1 άλλη λύση της (˚). Η f1 περιορισμένη σε οποιοδήποτε t0, 1, . . . , nu πρέπει
να έχει τις ίδιες τιμές με την fn. Επομένως, f1(n) = fn(n) = f(n), για κάθε n P N, άρα
αποδείξαμε και την μοναδικότητα.
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Υπολογισιμότητα Σταθερά σημεία

Σταθερά σημεία III

Ας δούμε την παραπάνω απόδειξη συνολοθεωρητικά. Μία συνάρτηση είναι ένα σύνολο
ζευγών: F = t(x, y) | y = f(x)u Ď Nˆ N. Τότε το (˚) γίνεται

F = t(0, a)u Y t(x+ 1, y) | Dz : y = g(z)^ (x, z) P Fu.

Το δεξιό μέλος το συμβολίζουμε με τ0(F). Ο τελεστής τ0 είναι το σχήμα ορισμού.

Ο ισχυρισμός του λήμματος επανάληψης είναι ο εξής: F = τ0(F), δηλαδή το τ0 έχει
σταθερό σημείο.

Το λήμμα επανάληψης είναι συνέπεια του εξής γενικότερου θεωρήματος:

Ορισμός (Συνεχής τελεστής)
Έστω U0 Ď U1 Ď U2 Ď . . . μία αυσίδα (chain) υποσυνόλων του M. Λέμε ότι ο
τελεστής τ : Pow(M)Ñ Pow(M) είναι συνεχής αν για κάθε αλυσίδα
U0 Ď U1 Ď U2 Ď . . . στο Pow(M) ισχύει τ(Ť

i
tUiu) =

Ť

i
tτ(Ui)u.
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Υπολογισιμότητα Σταθερά σημεία

Σταθερά σημεία IV

Θεώρημα (Σταθερού σημείου: Tarski-Knaster, Kleene)

Κάθε συνεχής τεεστής τ : Pow(M)Ñ Pow(M) έχει σταθερό σημείο την

F =
Ť

tτ i(H) | i P Nu.

Παράδειγμα: Έστω η συνάρτηση:
#

fact(0) = 1

fact(Sn) = (n+ 1) ˚ fact(n)

Συνολοθεωρητικά έχουμε:

FACT = t(0, 1)u Y t(n+ 1, (n+ 1) ˚ k) | (n, k) P FACTu

ή σύντομα: FACT = τ(FACT), όπου:

τ(X) = t(0, 1)u Y t(n+ 1, (n+ 1) ˚ k) | (n, k) P Xu.
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Υπολογισιμότητα Σταθερά σημεία

Σταθερά σημεία V

Με χρήση του θεωρήματος σταθερού σημείου λαμβάνουμε:

τ0(H) =H

τ1(H) = τ(H) = t(0, 1)u

τ2(H) = τ(τ(H)) = τ(t(0, 1)u) = t(0, 1)u Y t(1, 1)u

τ3(H) = τ(τ(τ(H))) = t(0, 1)u Y t(1, 1), (2, 2)u

τ4(H) = τ(τ(τ(τ(H)))) = t(0, 1)u Y t(1, 1), (2, 2), (3, 6)u

¨ ¨ ¨

FACT =
Ť

i τ
i(H) = τ0(H)Y τ1(H)Y . . . = t(0, 1), (1, 1), (2, 2), (3, 6), . . .u.
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Υπολογισιμότητα Σταθερά σημεία

Σταθερά σημεία VI

Προκειμένου να εφαρμόσουμε βέβαια το θεώρημα σταθερού σημείου θα πρέπει να
δείξουμε ότι ο τελεστής τ είναι συνεχής. Πράγματι:

τ(
ď

i

Xi) = t(0, 1)u Y t(n+ 1, (n+ 1) ˚ k) | (n, k) P
ď

i

Xiu

= t(0, 1)u Y t(n+ 1, (n+ 1) ˚ k) | Di : (n, k) P Xiu

= t(0, 1)u Y
ď

i

t(n+ 1, (n+ 1) ˚ k) | (n, k) P Xiu

=
ď

i

t(0, 1)u Y t(n+ 1, (n+ 1) ˚ k) | (n, k) P Xiu

=
ď

i

τ(Xi)
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Υπολογισιμότητα Σταθερά σημεία

Σταθερά σημεία VII

Ένας άλλος τρόπος χρήσης του θεωρήματος σταθερού σημείου είναι για να δείξουμε ότι
“η μικρότερη κλάση που περιέχει … και είναι κλειστή ως προς …” ορίζει μονοσήμαντα
μία κλάση P: Έστω C μία οποιαδήποτε κλάση συναρτήσεων. Έστω γ(C) η κλάση των
συναρτήσεων που λαμβάνουμε αν εφαρμόσουμε μία φορά το σχήμα της σύνθεσης σε
συναρτήσεις από το C. Έστω ρ(C) η κλάση των συναρτήσεων που λαμβάνουμε αν
εφαρμόσουμε μία φορά το σχήμα πρωταρχικής αναδρομής σε συναρτήσεις από το C.
Έστω A η κλάση των αρχικών συναρτήσεων: A = tS, P, Z,Un

i u.

Τότε η P είναι το ελάχιστο σταθερό σημείο της

P = AY γ(P)Y ρ(P).

Το P κατασκευάζεται με επαναληπτική εφαρμογή των γ και ρ:

P = AY γ(A)Y ρ(A)Y γ(AY γ(A)Y ρ(A))Y ρ(AY γ(A)Y ρ(A))Y . . .
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Υπολογισιμότητα Προγράμματα WHILE και μερικές αναδρομικές συναρτήσεις

Υπολογισιμότητα

Θεώρημα
Υπάρχουν “υποοίσιμες” συναρτήσεις που δεν είναι πρταρχικές αναδρομικές.

Απόδειξη: Διαγωνιοποίηση.
Μηχανιστική απαρίθμηση πρωταρχικών αναδρομικών συναρτήσεων: φ0, φ1, φ2, …
Ορίζουμε: f(x) = φx(x) + 1
H f είναι “υπολογίσιμη”.
Έστω ότι η f είναι πρωταρχική αναδρομική, άρα εμφανίζεται στην παραπάνω
μηχανιστική απαρίθμηση. Έστω π.χ. ότι ένας δείκτης της f είναι y, δηλαδή φy = f.
Εφάρμοσε την f σε όρισμα y:

φy(y) = f(y) = φy(y) + 1 Άτοπο
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Υπολογισιμότητα Προγράμματα WHILE και μερικές αναδρομικές συναρτήσεις

Υπολογισιμότητα

Παράδειγμα μιας ολικής (ορισμένης για όλους τους φυσικούς αριθμούς) υπολογίσιμης
συνάρτησης που όμως δεν είναι πρωταρχική αναδρομική είναι η εξής συνάρτηση f:

$

’

&

’

%

f(x, y, 0) = Sy
f(x, 0, 1) = x, f(x, 0, 2) = 0, f(x, 0, SSSn) = 1

f(x, Sy, Sn) = f(x, f(x, y, Sn), n)

H παραπάνω συνάρτηση f συγγενεύει με την περίφημη συνάρτηση του Ackermann A:
$

’

&

’

%

A(0, n) = n+ 1

A(m, 0) = A(m´ 1, 1)

A(m, n) = A(m´ 1,A(m, n´ 1))
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Υπολογισιμότητα Προγράμματα WHILE και μερικές αναδρομικές συναρτήσεις

Ανάγκη να επεκταθούμε απο ολικές σε μερικές συναρτήσεις

Ο τρόπος να αποφύγουμε την αντίφαση (φx(x) = φx(x) + 1) της διαγωνιοποίησης είναι
να επιτρέψουμε μερικές (partial) συναρτήσεις, δηλαδή συναρτήσεις που δεν είναι κατά
ανάγκη ορισμένες για όλους τους φυσικούς αριθμούς N.

Συνήθως χρησιμοποιούμε τους ακόλουθους συμβολισμούς όταν η συνάρτηση f δεν είναι
ορισμένη για το όρισμα x:

Η f αποκλίνει (diverges) ια το x, f(x) Ò, ή ακόμα το πρόραμμα ια την f δεν
σταματάει.

Τα σχήματα σύνθεσης και πρωταρχικής αναδρομής γενικεύονται κατα προφανή τρόπο.
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Υπολογισιμότητα Προγράμματα WHILE και μερικές αναδρομικές συναρτήσεις

Προγράμματα WHILE και μερικές αναδρομικές συναρτήσεις I

Οι assignments ακριβώς ίδιες όπως στη γλώσσα LOOP.
program:
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Υπολογισιμότητα Προγράμματα WHILE και μερικές αναδρομικές συναρτήσεις

Προγράμματα WHILE και μερικές αναδρομικές συναρτήσεις II

Όπως είναι γνωστό, είναι δυνατόν η εκτέλεση ενός προγράμματος WHILE να μην
σταματάει ποτέ.

Παράδειγμα
Η ?x : NÑ N, ως μερική συνάρτηση, ορίζεται (σταματάει) μόνο αν το x είναι τέλειο
τετράγωνο:
y := 0; z := abs(x´ y2); while z ‰ 0 do y := y+ 1; z := abs(x´ y2) end

Σημασιολογία για προγράμματα WHILE και ακολούθως η έννοια της
WHILE-υπολογίσιμης συνάρτησης μπορούν να οριστούν με παρόμοιο τρόπο, όπως και
για τα LOOP-προγράμματα. Η κλάση των WHILE-υπολογίσιμων συναρτήσεων
συμπεριλαμβάνει και όλες τις LOOP-υπολογίσιμες συναρτήσεις.
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Υπολογισιμότητα Προγράμματα WHILE και μερικές αναδρομικές συναρτήσεις

µ-σχήμα

Θα εισαγάγουμε τώρα ένα νέο σχήμα, το µ-σχήμα ή σχήμα απεριόριστης
ελαχιστοποίησης (unbounded minimization).

Παράδειγμα
?
x = µy[abs(x´ y2) = 0], δηλαδή το μικρότερο y, ώστε abs(x´ y2) = 0, αν υπάρχει

τέτοιο y, ειδάλλως η τιμή δεν είναι ορισμένη.

Γενικώς: f(x1, . . . , xn) = µy[h(x1, . . . , xn, y) = 0].

Η f μπορεί να μην είναι ορισμένη για δύο λόγους: είτε η h δεν είναι ποτέ = 0, είτε η h
δεν είναι κάπου ορισμένη πριν να βρεθεί ένα y για το οποίο h = 0.
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Υπολογισιμότητα Προγράμματα WHILE και μερικές αναδρομικές συναρτήσεις

Μερικές αναδρομικές συναρτήσεις

Ορισμός
Η κλάση PR των μερικών αναδρομικών συναρτήσεων (partial recursive functions)
είναι η μικρότερη κλάση που:
α) περιλαμβάνει τις αρχικές συναρτήσεις: S, P, Z, Un

i

β) είναι κλειστή ως προς τη σύνθεση, την πρωταρχική αναδρομή και το µ-σχήμα.
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Υπολογισιμότητα Προγράμματα WHILE και μερικές αναδρομικές συναρτήσεις

Μερικές αναδρομικές συναρτήσεις I

Θεώρημα
Μια μερική συνάρτηση είναι WHILE-υποοίσιμη ανν είναι μερική αναδρομική.

Απόδειξη (σκελετός):
Με επαγωγή, παρομοίως με τις προηγούμενες αποδείξεις της ισοδυναμίας των
LOOP-υπολογίσιμων και των πρωταρχικών αναδρομικών συναρτήσεων.

Πρόσθετες ιδέες:

ð: f(x1, . . . , xn) = µz[h(x1, . . . , xn, z) = 0]
μπορεί να υπολογιστεί με το πρόγραμμα:
z := 0; “y := h(x1, . . . , xn, z)”; while y ‰ 0 do z := succ z; “y := h(x1, . . . , xn, z)” end
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Υπολογισιμότητα Προγράμματα WHILE και μερικές αναδρομικές συναρτήσεις

Μερικές αναδρομικές συναρτήσεις II

ñ: while xk ‰ 0 do π end
υπολογίζει την fi(x1, . . . , xn, v(x1, . . . , xn)) [σύνθεση], όπου για 1 ď i ď n:

#

fi(x1, . . . , xn, 0) = Un
i (x1, . . . , xn)[αμοιβαία πρωταρχική αναδρομή]

fi(x1, . . . , xn, Sz) = hi(f1(x1, . . . , xn, z), . . . , fn(x1, . . . , xn, z))

[z = αριθμός επαναλήψεων βρόχου]

και v(x1, . . . , xn) = µz[fk(x1, . . . , xn, z) = 0]
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Υπολογισιμότητα Προγράμματα WHILE και μερικές αναδρομικές συναρτήσεις

Αναδρομικές Συναρτήσεις και Σχέσεις I

Ορισμός
Η ολική συνάρτηση h(⃗x, y) είναι κανονική (regular):

@⃗x Dy h(⃗x, y) = 0

Παρατήρηση
Η f(⃗x) = µy[h(⃗x, y) = 0] είναι ορισμένη για κάθε x⃗ για μια κανονική συνάρτηση h.

Ορισμός
R: η μικρότερη κλάση συναρτήσεων που
α) περιλαμβάνει τις S, P, Z, Un

i , και
β) είναι κλειστή ως προς τη σύνθεση, την πρωταρχική αναδρομή και το µ-σχήμα
(εφαρμοζόμενο μόνο) σε κανονικές συναρτήσεις.
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Αναδρομικές Συναρτήσεις και Σχέσεις II

Θεώρημα
Η R περιαμβάνει ακριβώς εκείνες τις συναρτήσεις της PR που είναι οικές.

Απόδειξη.
Έπεται από το Θεώρημα Κανονικής Μορφής Kleene (Kleene Normal Form
Theorem)

Ορισμός
Μια σχέση (ή ένα σύνολο) είναι αναδρομική αν η χαρακτηριστική της (ή του)
συνάρτηση είναι (ολική) αναδρομική.
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Υπολογισιμότητα Μηχανές Turing και άλλα υπολογιστικά μοντέλα

Η γλώσσα GOTO I

Μία περιορισμένη γλώσσα GOTO:

μεταβλητές και εντολές ανάθεσης όπως στην WHILE.

label �� ��l 6
-

digit �

-

program

6
- label -

�� ��: - - assignment ?�� ��if - var. -
�� ��‰ 0 then goto - label -

�� ��else

6
-�� ��goto - label

�� ��; �
-
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Υπολογισιμότητα Μηχανές Turing και άλλα υπολογιστικά μοντέλα

Η γλώσσα GOTO II

Παρατηρήσεις:

Οι εντολές των προγραμμάτων GOTO είναι αριθμημένες με διαδοχικές labels
αρχίζοντας από το l0.
Η υπολογιστική εκτέλεση ενός GOTO προγράμματος σταματάει όταν εκτελεστεί
ένα goto li και καμία εντολή δεν είναι αριθμημένη με label li.

Άλλα ισοδύναμα υπολογιστικά μοντέλα αποτελούν π.χ. μία γλώσσα assembly, ή μία
γλώσσα συναρτησιακή όπως η LISP.

Όλα αυτά τα μοντέλα είναι μηχανιστικά ισοδύναμα. Μερικά κοινά χαρακτηριστικά
αυτών των μοντέλων είναι π.χ.:

ντετερμινιστική υπολογιστική ακολουθία σε διακριτά βήματα.
πεπερασμένο σύνολο εντολών που μπορούν να εκτελεστούν από κάποιον
επεξεργαστή (άνθρωπο ή μη).
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Υπολογισιμότητα Μηχανές Turing και άλλα υπολογιστικά μοντέλα

Μηχανές Turing (T.M) I

Οι βασικές λειτουργίες μιας TM είναι:

Διάβασε το περιεχόμενο του τρέχοντος κουτιού
Γράψε 1 ή 0 στο τρέχον κουτάκι
Κάνε τρέχον το αμέσως αριστερότερο ή το αμέσως δεξιότερο κουτάκι

Η TM έχει ένα πεπερασμένο αριθμό εσωτερικών καταστάσεων (internal states):

Q = tq0, q1, . . .u

Πρόγραμμα μιας TM: είναι ένα σύνολο από τετράδες της μορφής xqi, e, d, qjy όπου
qi, qj P Q, e P Σ, d P A = Σ

Ť

tL,Ru με τον εξής συναρτησιακό (ντετερμινιστικό)
περιορισμό: Για κάθε xqi, ey υπάρχει το πολύ ένα xd, qjy έτσι ώστε η τετράδα xqi, e, d, qjy
να ανήκει στο πρόγραμμα, δηλαδή πρόκειται για μια συνάρτηση μετάβασης
(transition function) δ : Qˆ ΣÑ Aˆ Q.
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Υπολογισιμότητα Μηχανές Turing και άλλα υπολογιστικά μοντέλα

Παραδείγματα TM I

Παράδειγμα:

Σ = t0, 1u, Q = tq0, q1u
Πρόγραμμα: txq0, 1, 0, q1y, xq1, 0,R, q0yu
Είσοδος: πεπερασμένος αριθμός διαδοχικών “1”, όλα τα υπόλοιπα κουτάκια περιέχουν
“0”.
Αρχική κατάσταση: q0
Αρχική θέση κεφαλής (τρέχον κουτάκι): το αριστερότερο “1”
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Υπολογισιμότητα Μηχανές Turing και άλλα υπολογιστικά μοντέλα

Παραδείγματα TM II

Παράδειγμα υπολογιστικής ακολουθίας, δηλαδή νόμιμης ακολουθίας από στιγμιότυπα:

. . . 0 0 1
Ò
q0

1 1 0 0

. . . 0 0 0
Ò
q1

1 1 0 0

. . . 0 0 0 1
Ò
q0

1 0 0

. . . 0 0 0
ñ
q1 0 1 0 0

. . . 0 0 0 0 q0 1 0 0

. . . 0 0 0 0 q1 0 0 0

. . . 0 0 0 0 0 q0 0 0 0 halt
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Υπολογισιμότητα Μηχανές Turing και άλλα υπολογιστικά μοντέλα

Παραδείγματα TM III

Σε κάθε TM μπορούμε να αντιστοιχίσουμε μια μερική συνάρτηση από το N στο N. Η
είσοδος n P N παριστάνεται με n+ 1 διαδοχικά 1 (έτσι ο αριθμός 0 παριστάνεται με 1).
Σαν αρχικό στιγμιότυπο έχουμε την κεφαλή (τρέχον κουτάκι) να δείχνει στο
αριστερότερο 1 και να βρίσκεται στην κατάσταση q0. Σαν έξοδο λαμβάνουμε το
συνολικό αριθμό από 1 που βρίσκεται στην ταινία, όταν και εάν η μηχανή σταματήσει.
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Υπολογισιμότητα Μηχανές Turing και άλλα υπολογιστικά μοντέλα

Παραδείγματα TM IV

Παράδειγμα
Να κατασκευαστεί μια TM που υπολογίζει το 2 ˚ x.

Ιδέα: … 0 0 /1 /1 1 1 0
Ò 1 1

Η TM θα εργάζεται σύμφωνα με το παρακάτω πρόγραμμα (το οποίο γράφεται πάντα
πρώτα σε άτυπη γλώσσα υψηλού επιπέδου):

αρχικοποίηση; (διαραφή του πρώτου 1)
while είσοδος<>0 do
διάραψε ένα 1 από είσοδο;
μετακίνησε κεφαή δεξιά πέρα από είσοδο και έξοδο;
πρόσθεσε δύο 1 στην έξοδο;
μετακίνησε κεφαή αριστερά πέρα από έξοδο και είσοδο

end
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Υπολογισιμότητα Μηχανές Turing και άλλα υπολογιστικά μοντέλα

Παραδείγματα TM V

ă q0 1 0 q1 ą
ă q1 0 R q2 ą
ă q2 1 0 q3 ą | halt για ă q2 0 ą
ă q3 0 R q4 ą
ă q4 1 R q4 ą
ă q4 0 R q5 ą
ă q5 1 R q5 ą
ă q5 0 1 q6 ą
ă q6 1 R q6 ą
ă q6 0 1 q7 ą
ă q7 1 L q7 ą
ă q7 0 L q8 ą
ă q8 1 L q8 ą
ă q8 0 R q2 ą

Πίνακας: Πρόγραμμα TM παραδείγματος σε μορφή τετράδων
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Υπολογισιμότητα Μηχανές Turing και άλλα υπολογιστικά μοντέλα

Παραδείγματα TM VI

q0 q1 q2 q3 q4 q5 q6 q7 q8
0 R/q2 R/q4 R/q5 1/q6 1/q7 L/q8 R/q2
1 0/q1 0/q3 R/q4 R/q5 R/q6 L/q7 L/q8

Πίνακας: TM σε μορφή πίνακα
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Υπολογισιμότητα Μηχανές Turing και άλλα υπολογιστικά μοντέλα

Παραδείγματα TM VII

startÑ q0 q3 q4 q5

q1 q2 halt q6

q8 q7

1Ñ 0

0Ñ R

1Ñ R

0Ñ R
1Ñ R

0Ñ 1

0Ñ R

1Ñ 0

0
1Ñ R

0Ñ 1

1Ñ L

0Ñ R

1Ñ L

0Ñ L

Σχήμα: TM σε μορφή διαγράμματος καταστάσεων
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Υπολογισιμότητα Μηχανές Turing και άλλα υπολογιστικά μοντέλα

Παραδείγματα TM I

Στο επόμενο παράδειγμα το αλφάβητο είναι Σ = t0, 1,\u.
Η είσοδος και η έξοδος κωδικοποιούνται στο δυαδικό σύστημα.
Παράδειγμα: Να κατασκευαστεί μια TM που υπολογίζει το x+ 1.

Η TM θα εργάζεται σύμφωνα με το παρακάτω πρόγραμμα:
Κάνε τρέχον το κουτάκι με τεευταίο σύμβοο της εισόδου x;
repeat
Αν τρέχον κουτάκι έχει \, ράψε 1 και σταμάτα;
Αν τρέχον κουτάκι έχει 1, ράψε 0, κάνε τρέχον το αμέσς
αριστερότερο κουτάκι, και κρατούμενο := 1;
Αν τρέχον κουτάκι έχει 0, ράψε 1, κάνε τρέχον το αμέσς
αριστερότερο κουτάκι, και κρατούμενο := 0;

until κρατούμενο = 0;
Κάνε τρέχον το κουτάκι με πρώτο σύμβοο του x+ 1 και σταμάτα;
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Υπολογισιμότητα Μηχανές Turing και άλλα υπολογιστικά μοντέλα

Παραδείγματα TM II

start q0

q1

q2 Halt

\ Ñ L

0, 1Ñ R

0Ñ 1, L
\ Ñ 1

\ Ñ R

1Ñ 0, L

0, 1Ñ L

Σχήμα: TM σε μορφή διαγράμματος καταστάσεων
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Υπολογισιμότητα Μηχανές Turing και άλλα υπολογιστικά μοντέλα

Παραδείγματα TM III

Παράδειγμα λειτουργίας με είσοδο x = 1011:

(q0, 1011) $ (q0, 1011) $ (q0, 1011) $ (q0, 1011) $

(q0, 1011\) $ (q1, 1011) $ (q1, 1010) $ (q1, 1000) $

(q2, 1100) $ (q2,\1100) $ (HALT, 1100)

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 104 / 422



.
.
.

.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Υπολογισιμότητα Μηχανές Turing και άλλα υπολογιστικά μοντέλα

Παραδείγματα TM IV
ă q0 0 q0 0 R ą
ă q0 1 q0 1 R ą
ă q0 \ q1 \ L ą
ă q1 0 q2 1 L ą
ă q1 1 q1 0 L ą
ă q1 \ Halt 1 S ą
ă q2 0 q2 0 L ą
ă q2 1 q2 1 L ą
ă q2 \ Halt \ R ą

Πίνακας: Πρόγραμμα TM

0 1 \

q0 (q0, 0, R) (q0, 1, R) (q1, \, L)
q1 (q2, 1, L) (q1, 0, L) (Halt, 1, S)
q2 (q2, 0, L) (q2, 1, L) (Halt, \, R)

Πίνακας: TM σε μορφή πίνακα
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Υπολογισιμότητα Μηχανές Turing και άλλα υπολογιστικά μοντέλα

Αντιστοιχία προγραμμάτων WHILE και TM

WHILE - πρόγραμμα αντίστοιχη TM
succ(x) κενή TM
pred(x) tq010q1, q10Rq2, q210q2u
zero(x) tq010q1, q10Rq0u
; “ένωση” των δύο TM μέ αναπροσαρμογή των

ονομάτων των καταστάσεων ώστε να είναι
διαφορετικές και αναπροσαρμογή της παρα-
στασης εξόδου της πρώτης TM που θα χρη-
σημοποιηθεί ώς είσοδος για τη δέυτερη TM.

while παρόμοια (βλ. επίσης το παράδειγμα παραπάνω)

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 106 / 422



.
.
.

.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Υπολογισιμότητα Μηχανές Turing και άλλα υπολογιστικά μοντέλα

Ντετερμινισμός και μη I

Ντετερμινιστική μηχανή Turing (DTM):
δ : Qˆ ΣÑ Qˆ A, όπου A = ΣY tL,Ru

Μη-Ντετερμινιστική μηχανή Turing (ΝTM):
δ : Qˆ ΣÑ Pow(Qˆ A), όπου A = ΣY tL,Ru

Η τριάδα που αποτελείται από τα περιεχόμενα της ταινίας της TM, την θέση της
κεφαλής πάνω στην ταινία και την τρέχουσα κατάσταση της TM ονομάζεται
configuration (στιγμιαία περιγραφή) της TM.
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Υπολογισιμότητα Μηχανές Turing και άλλα υπολογιστικά μοντέλα

Ντετερμινισμός και μη II

Σε μία DTM ο υπολογισμός είναι μία γραμμική ακολουθία από configurations
(σε κάθε βήμα υπάρχει ακριβώς μία επόμενη νόμιμη configuration).
Σε μία NTM, όμως, ο υπολογισμός περιγράφεται με ένα δένδρο από
configurations, αφού σε κάθε βήμα είναι δυνατό να προκύψουν περισσότερες από
μία επόμενες νόμιμες configurations.

Θα λέμε ότι μία συμβολοσειρά γίνεται αποδεκτή από μία NTM, αν γίνεται αποδεκτή
τουλάχιστον από ένα υπολογιστικό μονοπάτι του δένδρου.

Θεώρημα
Για κάθε μη-ντετερμινιστική μηχανή Turing (NTM) υπάρχει ισοδύναμη ντετερμινιστική
μηχανή Turing (DTM).
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Υπολογισιμότητα Μηχανές Turing και άλλα υπολογιστικά μοντέλα

Παραλλαγές TM

Παραλλαγές Μηχανών Turing που έχουν την ίδια υπολογιστική δυνατότητα, όχι όμως
και αποδοτικότητα (efficiency) είναι:

πολλές ταινίες, μνήμη πλέγματος (grid memory), μνήμη περισσοτέρων διαστάσεων
μεγαλύτερο Σ

πολλές παράλληλες κεφαλές
μη ντετερμινιστικές μεταβάσεις
μίας κατευθύνσεως, απείρου μήκους ταινία
εγγραφή και κίνηση της κεφαλής σε κάθε βήμα
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Υπολογισιμότητα Μηχανές Turing και άλλα υπολογιστικά μοντέλα

Υπολογιστικά Μοντέλα I

Μερικά υπολογιστικά μοντέλα είναι τα εξής:

προγράμματα Pascal
προγράμματα Pascal χωρίς αναδρομή (αφαίρεση αναδρομής με χρήση στοίβας)
προγράμματα Pascal χωρίς αναδρομή και χωρίς άλλους τύπους δεδομένων εκτός
από τους φυσικούς αριθμούς (επιτυγχάνεται με κωδικοποιήσεις)
προγράμματα WHILE (μόνη δομή ελέγχου το WHILE)
προγράμματα GOTO και IF
Assembler-like RAM (random access machine), URM (universal register machine)
SRM (single register machine) ένας καταχωρητής
Μηχανή Turing (πρόσβαση μόνο σε ένα κουτάκι ”cell” της ταινίας κάθε φορά)
παραλλαγές από μηχανές Turing
Thue: κανόνες επανεγγραφής (re-writing rules)
Post: κανονικά συστήματα (normal systems)
Church: λογισμός λ (λ-calculus)
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Υπολογισιμότητα Μηχανές Turing και άλλα υπολογιστικά μοντέλα

Υπολογιστικά Μοντέλα II

Curry: συνδυαστική λογική (combinatory logic)
Markov: M. αλγόριθμοι
Kleene: γενικά αναδρομικά σχήματα (general recursive schemes)
Shepherdson-Sturgis, Elgott: URM, SRM, RAM, RASP
Σχήματα McCarthy (if ... then ... else ... ñ LISP)
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Υπολογισιμότητα Μηχανές Turing και άλλα υπολογιστικά μοντέλα

Υπολογιστικά Μοντέλα III

Τα χαρακτηριστικά των παραπάνω μοντέλων είναι:

ντετερμινιστική πολυπλοκότητα σε διακριτά βήματα
πεπερασμένο σύνολο εντολών που εκτελούνται από επεξεργαστή
απεριόριστη μνήμη

Θεώρημα
f είναι TΜ υποοίσιμη ανν

f είναι WHILE-υποοίσιμη
f είναι GOTO-υποοίσιμη
f είναι PASCAL-υποοίσιμη
f είναι μερικά αναδρομική (partial recursive)
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Υπολογισιμότητα Σχήματα McCarthy. Στρατηγικές Υπολογισμού

Σχήματα McCarthy I

Το σχήμα McCarthy είναι ένα γενικότερο προγραμματιστικό σχήμα:

f(x, y) = if g(. . .) = 0 then h(. . .) else k(. . .)

όπου g(. . .), h(. . .) και k(. . .) είναι όροι-συναρτήσεις που κατασκευάζονται με σύνθεση
και προβολές με x, y, f και άλλες “γνωστές” συναρτήσεις.

Παραδείγματα:

1 επανάληψη:
f(x) = if x = 0 then a else g(f(x´ 1))

2 πρωταρχική αναδρομή:
f(x, y) = if y = 0 then g(x) else h(x, y´ 1, f(x, y´ 1))

3 μ-σχήμα: f(x) = f1(x, 0) όπου:
f1(x, y) = if g(x, y) = 0 then y else f1(x, y+ 1)
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Υπολογισιμότητα Σχήματα McCarthy. Στρατηγικές Υπολογισμού

Σχήματα McCarthy II

Το McCarthy σχήμα ορίζει με μοναδικό τρόπο μία συνάρτηση f, στην πραγματικότητα το ελάχιστο
σταθερό σημείο της f = τ(f), όπου τ είναι μία σύνθεση από συναρτησιακούς όρους και την
if-then-else πρόταση. (Οι συναρτησιακοί όροι όπως και το if-then-else είναι συνεχείς!)

Παράδειγμα: f(x, y) = if x = y then y+ 1 else f(x, f(x .
´ 1, y+ 1))

Οι ακόλουθες συναρτήσεις αποτελούν όλες λύσεις (σταθερά σημεία):
(Επιβεβαιώστε το ελέγχοντας όλες τις δυνατές περιπτώσεις!)

f1(x, y) = x+ 1

f2(x, y) =

#

x+ 1, αν x ě y
y .
´ 1, διαφορετικά

f3(x, y) =

#

x+ 1, αν x ě y και abs(x-y) είναι άρτιος
δεν ορίζεται, διαφορετικά

Ισχύουν: f3 Ă f1, f3 Ă f2, αλλά f2 Ę f1, f1 Ę f2.
Π.χ.: f1(2, 5) = 3, f2(2, 5) = 4, f3(2, 5): μη ορισμένο.
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Υπολογισιμότητα Σχήματα McCarthy. Στρατηγικές Υπολογισμού

Σχήματα McCarthy III

Τι τιμή θα υπολογίσει μία υλοποίηση σε PASCAL για f(2, 5);

PASCAL συμβολισμός:

function f(x,y: integer): integer;
begin
if x = y then f := y+ 1 else f := f(x, f(x´ 1, y+ 1))

end

PASCAL υπολογισμός:

f(2, 5) $ if 2 = 5 then 5 + 1 else f(2, f(1, 6)) $ f(2, f(1, 6))

$ f(2, if 1 = 6 then 6 + 1 else f(1, f(0, 7))) $ f(2, f(1, f(0, 7)))
$ . . . επ’ άπειρον, δηλαδή f(2, 5) δεν ορίζεται (επίσης και το f3(2, 5)).

Στην παραπάνω ακολουθία υπολογισμού χρησιμοποιήσαμε δύο διαφορετικούς μηχανισμούς:
απλοποιήσεις (simplifications), που είναι μαθηματικοί υπολογισμοί (if-then-else) και
αντικαταστάσεις (substitutions) μίας ή περισσοτέρων εμφανίσεων του όρου f(. . .) με τ(f)(. . .).
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Υπολογισιμότητα Σχήματα McCarthy. Στρατηγικές Υπολογισμού

Υπολογιστικές Στρατηγικές I

Μία υπολογιστική στρατηγική καθορίζει ποιοι όροι πρέπει να αντικατασταθούν.
Δίνουμε μερικά παραδείγματα στρατηγικών (υπογραμμίζουμε τους όρους που θα
αντικατασταθούν):

LI: αριστερότερη-εσωτερικότερη (leftmost-innermost). Αντιστοιχία με την
“κλήση με τιμή” (“call-by-value”), δηλαδή:

f(0, f(0, 1)) + f(f(2, 0), f(3, 1))

LO: αριστερότερη-εξωτερικότερη (leftmost-outermost). Αντιστοιχία με την
“κλήση κατά όνομα” (“call-by-name”), δηλαδή:

f(0, f(0, 1)) + f(f(2, 0), f(3, 1))

PI: παράλληλη-εσωτερικότερη (parallel-innermost), δηλαδή:

f(0, f(0, 1)) + f(f(2, 0), f(3, 1))
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Υπολογισιμότητα Σχήματα McCarthy. Στρατηγικές Υπολογισμού

Υπολογιστικές Στρατηγικές II

PO: παράλληλη-εξωτερικότερη (parallel-outermost), δηλαδή:

f(0, f(0, 1)) + f(f(2, 0), f(3, 1))

FA: ελευθέρου ορίσματος (free-argument) (υπάρχει τουλάχιστον ένα όρισμα
ελεύθερο, δηλαδή δεν περιέχει την f):

f(0, f(0, 1)) + f(f(2, 0), f(3, 1))

FS: πλήρους αντικατάστασης (full substitution), δηλαδή:

f(0, f(0, 1)) + f(f(2, 0), f(3, 1))

κανονική στρατηγική (normal strategy): βλέπε παρακάτω.
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Υπολογισιμότητα Σχήματα McCarthy. Στρατηγικές Υπολογισμού

Υπολογιστικές Στρατηγικές III

Παρατήρηση: Δεν υπολογίζουν όλες οι στρατηγικές το ελάχιστο σταθερό σημείο. Για
παράδειγμα, έστω:

f(x, y) = if x = 0 then 1 else f(x´ 1, f(x, y)).

Το ελάχιστο σταθερό σημείο είναι f˚(x, y) = 1 (επαλήθευση αργότερα). Από την άλλη,
η LI στρατηγική υπολογίζει:

fLI(x, z) =

#

1, αν x = 0

μη ορισμένη, διαφορετικά

δηλαδή f(1, 0) $ f(0, f(1, 0)) $ f(0, f(0, f(1, 0))) $ . . .

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 118 / 422



.
.
.

.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Υπολογισιμότητα Σχήματα McCarthy. Στρατηγικές Υπολογισμού

Υπολογιστικές Στρατηγικές IV
Εύρεση του ελάχιστου σταθερού σημείου ενός McCarthy σχήματος:

f(x) = if x ą 10 then x´ 5 else f(x+ 3)

Ελάχιστο σταθερό σημείο:

f˚(x) =

$

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

%

x´ 5, αν x ą 10

x´ 2 αν 8 ď x ď 10

x+ 1 αν 5 ď x ď 7

x+ 4 αν 2 ď x ď 4

x+ 7 αν x ď 1

Συνολοθεωρητικός συμβολισμός:

F = txx, x´ 5y | x ą 10u Y txx, zy | x ď 10^ xx+ 3, zy P Fu

Εύρεση ελάχιστου σταθερού σημείου του

τ(Y) = txx, x´ 5y | x ą 10u Y txx, zy | x ď 10^ xx+ 3, zy P Yu
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Υπολογισιμότητα Σχήματα McCarthy. Στρατηγικές Υπολογισμού

Υπολογιστικές Στρατηγικές V

Παρατήρηση: Το τ είναι συνεχές, άρα το θεώρημα σταθερού σημείου δίνει:

τ0(H) =H

τ1(H) = τ(H) = txx, x´ 5y | x ą 10u

τ2(H) = τ(τ(H) = txx, x´ 5y | x ą 10u Y tx10, 8y, x9, 7y, x8, 6yu

τ3(H) = τ(τ2(H) = τ(H)Y tx10, 8y, x9, 7y, x8, 6y, x7, 8y, x6, 7y, x5, 6yu

τ4(H) = τ3(H)Y tx4, 8y, x3, 7y, x2, 6yu

τ5(H) = τ4(H)Y tx1, 8y, x0, 7yu

τ6(H) = τ5(H)

και για όλα τα i ě 5: τ i(H) = τ5(H), άρα F =
Ť

i τ
i(H) = τ5(H) που δίνει ακριβώς

την παραπάνω ορισμένη f˚.
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Υπολογισιμότητα Σχήματα McCarthy. Στρατηγικές Υπολογισμού

Υπολογιστικές Στρατηγικές VI

Μέχρι στιγμής υποθέσαμε (προσποιηθήκαμε) ότι ασχολούμαστε μόνο με αυστηρές
(strict) συναρτήσεις, δηλαδή συναρτήσεις που δεν ορίζονται όταν δεν ορίζονται κάποια
από τα ορίσματά τους. Όμως, συναρτήσεις που ορίζονται χρησιμοποιώντας σύνθεση και
if-then-else δεν έχουν πλέον αυτή την ιδιότητα! Θέλουμε if x = x then 5 else y+ 3 να
ορίζεται και να είναι ίσο με 5 ακόμα και αν το y δεν ορίζεται.

Για να δώσουμε μία πιο συγκεκριμένη περιγραφή της κατάστασης επεκτείνουμε το
βασικό πεδίο N (φυσικοί) με ένα νέο σύμβολο K που συμβολίζει την μη ορισμένη “τιμή”:
NK = NY tKu. Προφανώς ισχύει: K Ď x, @x P NK (δηλαδή το K είναι λιγότερο, ή
εξίσου, ορισμένο σε σχέση με οποιοδήποτε στοιχείο του πεδίου μας). Συνεπώς,
αντίστοιχα K\ x = x, @x P NK.

Μπορούμε να επεκτείνουμε αυτή τη γενίκευση του Ď και \ σε n-άδες, δηλαδή
xx, y,Ky Ď xx, y, zy@x, y, z P NK και txx, y,Kyu \ txx, y, zyu = txx, y, zyu.

Επιπρόσθετα, έχουμε ακόμα την ακόλουθη ιδιότητα συνέπειας:

f(x,K) = y συνεπάγεται @z : f(x, z) = y.
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Υπολογισιμότητα Σχήματα McCarthy. Στρατηγικές Υπολογισμού

Υπολογιστικές Στρατηγικές VII

Επιστρέφοντας στο αρχικό παράδειγμα του κεφαλαίου μπορούμε να ξεκαθαρίσουμε τον
ορισμό της f1:

f1(x, y) =

#

x+ 1, αν x και y είναι διαφορετικά από K
K, διαφορετικά

Μπορούμε επίσης να επαληθεύσουμε ότι

f˚(x, y) =

#

1, αν x ‰ K
K, διαφορετικά

είναι το ελάχιστο σταθερό σημείο της

f(x, y) = if x = 0 then 1 else f(x´ 1, f(x, y)).
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Υπολογισιμότητα Σχήματα McCarthy. Στρατηγικές Υπολογισμού

Υπολογιστικές Στρατηγικές VIII

Συνολοθεωρητικός συμβολισμός:

F = τ(F) = tx0, y, 1y | y P NK
u \

txx, y, zy | x ‰ 0 ^ Duxx, y, uy P F ^ xx´ 1, u, zy P Fu

Για να υπολογίσουμε επαναληπτικά το ελάχιστο σταθερό σημείο πρέπει να ξεκινήσουμε
με Ω αντί για H. Ω είναι η “πουθενά ορισμένη” συνάρτηση, δηλαδή
Ω = txx, y,Ky | x, y P NKu.

τ0(Ω) = Ω = txx, y,Kyu

τ1(Ω) = τ(Ω) = tx0, y, 1yu Y txx, y,Ky | x ‰ 0u

τ2(Ω) = τ(τ(Ω)) = tx0, y, 1y, x1, y, 1yu Y txx, y,Ky | x ą 1_ x = Ku

τ3(Ω) = tx0, y, 1y, x1, y, 1y, x2, y, 1yu Y txx, y,Ky | x ą 2_ x = Ku

F =
ď

i

τi(Ω) = txx, y, 1y | x P N^ y P NK
u Y txK, y,Ky | y P NK

u
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Υπολογισιμότητα Σχήματα McCarthy. Στρατηγικές Υπολογισμού

Υπολογιστικές Στρατηγικές IX

Παρόμοια μπορεί να δειχθεί ότι η f3 είναι το ελάχιστο σταθερό σημείο για το αρχικό
παράδειγμα του κεφαλαίου.

Συνολοθεωρητικός συμβολισμός:

F = txx, x, x+ 1yu Y

tx, y, z | x ‰ y^ Du(xx .´ 1, y+ 1, uy P F^ xx, u, zy P F)u
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Υπολογισιμότητα Σχήματα McCarthy. Στρατηγικές Υπολογισμού

Θεώρημα Cadiou I

Θεώρημα (Cadiou)
Κάθε υποοιστική στρατηική υποοίζει μία μερική συνάρτηση g που είναι ιότερο ή
εξίσου ορισμένη με το εάχιστο σταθερό σημείο f˚ δη. g Ď f˚.

Πόρισμα
Αν κάποιος υποοισμός σύμφνος με κάποια υποοιστική στρατηική τερματίζει,
τότε δίνει πάντοτε την σστή τιμή της συνάρτησης εαχίστου σταθερού σημείου f˚.

Ιδέα της απόδειξης:
Συμβολισμός: σ(f, f) αντί του τ(f) για να υποδηλώσουμε ακριβώς δύο εμφανίσεις του f
στο τ .
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Υπολογισιμότητα Σχήματα McCarthy. Στρατηγικές Υπολογισμού

Θεώρημα Cadiou II

Θεωρήσατε το ακόλουθο δέντρο που έχει (ως μονοπάτια) υπολογισμούς όλων των
δυνατών στρατηγικών:

Ω σ(Ω,Ω)

σ(σ(Ω,Ω),Ω)

σ(σ(σ(Ω,Ω),Ω),Ω)

. . .

σ(σ(σ(Ω,Ω), σ(Ω,Ω)),Ω)

. . .

. . .

σ(Ω, σ(Ω,Ω))
. . .
. . .
. . .

σ(σ(Ω,Ω), σ(Ω,Ω))

. . .

. . .

. . .
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Υπολογισιμότητα Σχήματα McCarthy. Στρατηγικές Υπολογισμού

Θεώρημα Cadiou III

Κατά μήκος κάθε μονοπατιού έχουμε μία μη φθίνουσα ακολουθία από συναρτήσεις
(όλο και περισσότερο ορισμένες).
Το χαμηλότερο μονοπάτι αντιστοιχεί στο: Ω´ τ(Ω)´ τ(τ(Ω))´ . . . και οδηγεί στο
ελάχιστο σταθερό σημείο f˚.
Σε κάθε επίπεδο του δέντρου όλες οι συναρτήσεις στους κόμβους είναι λιγότερο (ή
εξίσου) ορισμένες από την χαμηλότερη.
Επομένως, το όριο οποιουδήποτε μονοπατιού είναι λιγότερο (ή εξίσου) ορισμένο από
το όριο του χαμηλότερου μονοπατιού, που είναι το ελάχιστο σταθερό σημείο f˚.
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Υπολογισιμότητα Σχήματα McCarthy. Στρατηγικές Υπολογισμού

Θεώρημα Cadiou IV

Παρατηρήσεις:

Το χαμηλότερο μονοπάτι αντιστοιχεί στην στρατηγική FS.
Στην απόδειξη χρησιμοποιήσαμε μία τεχνική που ονομάζεται “υπολογιστική
επαγωγή” (computational induction): αν θέλουμε να αποδείξουμε την ιδιότητα A(f)
για μια συνάρτηση f ορισμένη με ένα σχήμα τύπου McCarthy

1 δείχνουμε A(Ω)
2 υποθέτοντας A(g), δείχνουμε A(τ(g))
3 υποθέτοντας @i,A(τ i(Ω)), δείχνουμε A(Ůi τ

i(Ω))

Η LISP είναι μία γλώσσα προγραμματισμού βασισμένη σε αναδρομές τύπου
McCarthy.
Οι outermost στρατηγικές είναι στρατηγικές σταθερού σημείου (διαισθητικά, διότι
το εμφωλιασμένο βάθος των υπαρχουσών εμφανίσεων δεν αυξάνεται). Για αυτό οι
LO, PO, FS και FA είναι στρατηγικές σταθερού σημείου, αλλά οι LI, PI δεν είναι
(παρότι πιθανώς έχουν λιγότερες αντικαταστάσεις αν τερματίζουν με τη τιμή f˚).

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 128 / 422



.
.
.

.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Υπολογισιμότητα Σχήματα McCarthy. Στρατηγικές Υπολογισμού

Θεώρημα Cadiou V

Κανονική στρατηγική: μία στρατηγική σταθερού σημείου με ελάχιστο αριθμό
αντικαταστάσεων (όχι κατ’ ανάγκη ελάχιστο αριθμό βημάτων αντικατάστασης).
Σύνθημα: “Ποτέ μην κάνεις κάτι σήμερα που μπορείς να αναβάλεις για αύριο”
δηλαδή κοίτα μπροστά: Έλεγξε αν μετά από την αντικατάσταση της L.O.
εμφάνισης, μπορείς απ’ ευθείας να υπολογίσεις την if-συνθήκη. Στην περίπτωση
που αυτό γίνεται, κάνε αυτή την αντικατάσταση. Στην περίπτωση που δεν γίνεται
έλεγξε με τον ίδιο τρόπο την L.O. εμφάνιση στην if-συνθήκη που δεν μπορεί να
υπολογιστεί απευθείας, κ.τ.λ. (Τελικά θα βρεις μία “καλή” εμφάνιση, που δίνει
υπολογίσιμες if-συνθήκες.)
Παράδειγμα:

f(x, y) = if x ď 10 then x+ y

else f(x´ 10, f(x´ 5, y+ 1)) + f(f(3, y+ 2), y+ 10)
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Υπολογισιμότητα Σχήματα McCarthy. Στρατηγικές Υπολογισμού

Θεώρημα Cadiou VI

Κανονική στρατηγική:

f(12, 5) $ f(2, f(7, 6)) + f(f(3, 7), 15)

$ 2 + f(7, 6) + f(f(3, 7), 15)

$ 2 + 13 + f(f(3, 7), 15)

$ 15 + f(10, 15)

$ 40 (σε 5 υπολογιστικά βήματα)
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Υπολογισιμότητα Θέση Church-Turing. Κανονική μορφή Kleene

Θέση Church-Turing I

Πολλοί τρόποι περιγραφής αλγορίθμων. Όλοι είναι μηχανιστικά ισοδύναμοι και ειδικά
ισοδύναμοι με μερικές αναδρομικές συναρτήσεις

Θέση Church-Turing: Όες οι υποοίσιμες συναρτήσεις είναι μερικές αναδρομικές και
όες οι αποκρίσιμες σχέσεις είναι αναδρομικές.

Υπενθύμιση: Μια σχέση R λέγεται αναδρομική όταν η χαρακτηριστική της συνάρτησης
χR είναι αναδρομική, όπου:

χR(x, y) =

#

1 αν R(x, y)
0 αλλιώς

Συνέπεια της θέσης του Church: Για να δείξουμε οτι μια συνάρτηση ή σχέση είναι
(μερική) αναδρομική, αντί μιας ακολουθίας τυπικών συνεπαγωγών (με πρωταρχικές
συναρτήσεις και σχήματα) ή αντί ενός πλήρους προγράμματος ή T.M., αρκεί να δίνουμε
ενορατικά (αλλά ορθά) επιχειρήματα για τον τρόπο υπολογισμού τους.
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Υπολογισιμότητα Θέση Church-Turing. Κανονική μορφή Kleene

Θέση Church-Turing II

Έτσι φαίνεται τελικά οτι καταλήξαμε στον τυπικό πια ορισμό της εννοιας
υπολογίσιμος. Φυσικά υπάρχουν πολλλές συναρτήσεις που δεν είναι υπολογίσιμες.

Θεώρημα
Υπάρχουν μη υποοίσιμες συναρτήσεις.

Απόδειξη.
Απαριθμούμε όλες τις μερικές αναδρομικές συναρτήσεις φ0, φ1, φ2, …
Άσκηση: Χρησιμοποιώντας κωδικοποίηση, απαρίθμησε μηχανιστικά την κλάση PR ή
όλα τα προγράμματα while.
Άρα υπάρχουν άπειρες μεν, αλλά μόνο αριθμήσιμες το πλήθος μερικές αναδρομικές
συναρτήσεις (ℵ0). Από την άλλη μεριά όμως, υπάρχουν μη αριθμήσιμες το πλήθος
συναρτήσεις γενικώς (2ℵ0 δείχνεται με διαγωνιοποίηση).
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Υπολογισιμότητα Θέση Church-Turing. Κανονική μορφή Kleene

Θέση Church-Turing III

Παράδειγμα μιας μη υπολογίσιμης συνάρτησης:
Το πρόβλημα τερματισμού (halting problem).

g(x, y) =

#

1, αν φx(y) Ó
0, αιώς
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Υπολογισιμότητα Θέση Church-Turing. Κανονική μορφή Kleene

Universal Machine I

Καθολικό Πρόγραμμα (universal program): ένα πρόγραμμα που παίρνει για είσοδο
οποιοδήποτε πρόγραμμα με τα δεδομένα εισόδου του και προσομοιάζει την εκτέλεσή του. Αυτή
η έννοια είναι παρόμοια με τη λειτουργία ενός επόπτη (monitor), μεταφραστή (compiler) ή
διερμηνέα (interpreter) σ’ ένα πραγματικό υπολογιστή.

Μιλήσαμε για την ισοδυναμία των μοντέλων, άρα μπορούμε να μιλάμε είτε για καθολικό While
program, είτε για καθολικό Goto program, είτε για καθολική μηχανή Turing (ιστορικά έτσι
πρωτοχρησιμοποιήθηκε η έννοια της καθολικότητας), είτε για καθολική μερική αναδρομική
συνάρτηση.

Καθολικό While program ωn(x, y) με

είσοδο x = κωδικός ενός Goto προγράμματος π με n μεταβλητές.
είσοδο y = κωδικός των n τιμών εισόδου [a1, a2, . . . , an] για τις n μεταβλητές του π και
έξοδο την ίδια με την έξοδο του π[a1, a2, ..., an].

Καθολική αναδρομική συνάρτηση φe.
@x, y φe(x, y) » φx(y)
όπου το » σημαίνει: είτε είναι και οι δυο πλευρές ορισμένες και ίσες, είτε καμία πλευρά δεν είναι
ορισμένη.
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Υπολογισιμότητα Θέση Church-Turing. Κανονική μορφή Kleene

Universal Machine II

πρώτος σκελετός για ωn(x, y):

label := 0;
while label ď maxlab do
εκτέλεσε εντολή της label;
βρές επόμενη label

end

Δεύτερη προσέγγιση για ωn(x, y):

label := 0; maxlab := decodesearch(x);
while label ď maxlab do
instruction := decode(x at label);
label := execnext(instruction,y);
y:= execvalue(instruction,y)

end
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Υπολογισιμότητα Θέση Church-Turing. Κανονική μορφή Kleene

Universal Machine III
Εφαρμόζουμε την ακόλουθη κωδικοποίηση:

Κωδικοποίηση για την είσοδο:
xa1, a2, . . . , any ÞÑ Cf(a1, a2, . . . , an)

Για τις εντολές του GOTO προγράμματος:

li: assignment goto lj ÞÑ Cf(0, i,Cf(assignment), j) όπου η κωδικοποίηση για τις αναθέσεις,
είναι:

Αναθέσεις Κδικοποίηση
κενή εντολή Cf(0, 0, 0)
xi := 0 Cf(1, i, 0)
xi := xj Cf(2, i, j)
xi := xj + 1 Cf(3, i, j)
xi := xj

.
´ 1 Cf(4, i, j)

li: if xm ăą 0 then goto lj else goto lk ÞÑ Cf(1, i,m, j, k)

Έτσι τα προγράμματα goto θα κωδικοποιούνται ως εξής:

goto πρόγραμμα με m εντολές ÞÑ Cf(Cf(εντολή0), . . . ,Cf(εντολήm´1))
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Υπολογισιμότητα Θέση Church-Turing. Κανονική μορφή Kleene

Universal Machine IV
Τρίτη βελτίωση για ωn(x, y):

label:=0; maxlab := decodesearch(x);
while label<= maxlab do
z := Dflabel(x);
if Df0(z) = 0 then
ass := Df2(z);
label := Df3(z)

end
else
m := Df2(z);
if m <> 0 then label := Df3(z) else label := Df4(z)

end
y := execvalue(ass, y)

end

Η execvalue αποκωδικοποιεί την ass και ανάλογα μεταβάλλει τις τιμές των μεταβλητών του
προγράμματος.

Τέταρτη βελτίωση για ωn(x, y): κ.ο.κ. ’Ασκηση.
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Θεώρημα Κανονικής μορφής Kleene I

Παρατήρηση
Λόγω της μηχανιστικής ισοδυναμίας των προγραμμάτων while και goto, έπεται η εξής
πρόταση:

Υπάρχει ένα καθολικό πρόγραμμα while ωn, που έχει μόνο ένα “πραγματικό”
while βρόχο και ίσως πολλούς for βρόχους (ή if εντολές …), έτσι ώστε για κάθε
πρόγραμμα while π και για κάθε είσοδο να ισχύει:

ωn(κδικός(π), είσοδος) » π(είσοδος)
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Υπολογισιμότητα Θέση Church-Turing. Κανονική μορφή Kleene

Θεώρημα Κανονικής μορφής Kleene II

Αν μεταφράσουμε την προηγούμενη πρόταση σε ορολογία μερικών αναδρομικών
συναρτήσεων, καταλήγουμε στο εξής:

Θεώρημα κανονικής μορφής Kleene (Kleene normal form theorem)
@n Dψ,T P P
@f P PRn (PRn μερικές αναδρομικές συναρτήσεις με n ορίσματα)
D δείκτης x:
@⃗y f(⃗y) » ψ(µz[T(x, y⃗, z) = 0], x, y⃗)

όπου:
f: αντιστοιχεί στο πρόγραμμα π
y: αντιστοιχεί στην είσοδο του π
x: αντιστοιχεί στον κώδικο του π (δείκτης της f)
z: αντιστοιχεί στον αριθμό επαναλήψεων του βρόχου while στο ωn

T: πρωταρχική αναδρομική συνάρτηση που αντιστοιχεί στο σώμα του while στο ωn

ψ: πρωταρχική αναδρομική συνάρτηση που αντιστοιχεί στο τμήμα του ωn έξω από τον
βρόχο while
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Υπολογισιμότητα Θέση Church-Turing. Κανονική μορφή Kleene

Θεώρημα Κανονικής μορφής Kleene III

Παρατηρήσεις:

1 T λέγεται συνήθως κατηόρημα Κleene.
2 Αρκεί μια μόνο εφαρμογή του τελεστή µ για να περιγραφεί οποιαδήποτε μερική
αναδρομική συνάρτηση.

3 Tο παραπάνω θεώρημα (ΚΝF) δίνει μια μηχανιστική απαρίθμηση tφxu όλων των
μερικών αναδρομικών συναρτήσεων. Σαν εφαρμογή θα δείξουμε το εξής (περίφημο)
απότελεσμα αποκρισιμότητας:

Θεώρημα
To HP (πρόβημα τερματισμού), είναι μη επιύσιμο, δηαδή η συνάρτηση g δεν είναι
αναδρομική όπου:

g(x, y) =

#

1, αν φx(y) Ó
0, αιώς
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Υπολογισιμότητα Θέση Church-Turing. Κανονική μορφή Kleene

Θεώρημα Κανονικής μορφής Kleene IV

Απόδειξη (διαγωνιοποίηση και εις άτοπον απαγωγή).
Ας υποθέσουμε ότι η g ήταν αναδρομική. Ορίζουμε:

h(x) =

#

φx(x) + 1, αν g(x, x) = 1

0, αλλιώς =

#

φx(x) + 1, αν φx(x) Ó
0, αλλιώς

Η συνάρτηση h μπορεί να υπολογιστεί με τη βοήθεια της υπολογίσιμης g. Aρα, λόγω
θέσης Church-Turing, η h είναι (ολική) αναδρομική. Aρα, λόγω της κανονικής μορφής
Kleene, έχει κάποιο δείκτη (έστω) y, δηλαδή φy = h (ολική συνάρτηση). Τότε όμως:

φy(y) = h(y) =

#

φy(y) + 1, αν φy(y) Ó
0, αλλιώς = φy(y) + 1, αφού @y : φy(y) Ó

Άτοπο. Συνεπώς η g δεν είναι αναδρομική.

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 141 / 422



.
.
.

.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Υπολογισιμότητα Θέση Church-Turing. Κανονική μορφή Kleene

Θεώρημα Κανονικής μορφής Kleene V

Εναλλακτική απόδειξη του ίδιου με προγράμματα:

Έστω μηχανιστική απαρίθμηση προγραμμάτων: π0, π1, π2, . . . . Ας υποθέσουμε ότι
υπάρχει πρόγραμμα halt(x, y) που αποκρίνεται αν το x-οστό πρόγραμμα με είσοδο y
σταματάει.

Το εξής πρόγραμμα (με είσοδο x):
l0: if halt(x, x) then goto l0 (* loop forever *) else goto l1 (* stop *)

θα εμφανίζεται κάπου στην απαρίθμηση (έστω) με δείκτη i. Τότε όμως:

πi(i) σταματάει ανν not halt(i, i) ανν πi(i) δεν σταματάει. ’Ατοπο.
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Υπολογισιμότητα Μη επιλυσιμότητα. Θεωρία αναδρομικών συναρτήσεων

Μη επιλυσιμότητα I

Θεώρημα
Το TOT (πρόβημα οικής συνάρτησης) είναι μη επιύσιμο, δηαδή η f δεν είναι αναδρομική όπου:

f(x) =

#

1, αν φx είναι ολική
0, αλλιώς

Απόδειξη.
Ορίζουμε

h(x) =

#

φx(x) + 1, αν f(x) = 1

0, αλλιώς =

#

φx(x) + 1, αν φx ολική
0, αλλιώς

Όπως στο προηγούμενο θεώρημα, η συνάρτηση h θα ήταν υπολογίσιμη αν υποθέταμε ότι η f ήταν
αναδρομική, άρα η h θα ήταν (ολική) αναδρομική, άρα θα είχε κάποιο δείκτη y. Tότε:

φy(y) = h(y) =

#

φy(y) + 1, αν φy ολική
0, αλλιώς = φy(y) + 1, αφού φy ολική

Άτοπο.
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Υπολογισιμότητα Μη επιλυσιμότητα. Θεωρία αναδρομικών συναρτήσεων

Αναγωγές

Δηλαδή: δεν υπάρχει αλγόριθμος που να μπορεί να αποφασίζει αν ένα δεδομένο
πρόγραμμα σταματά για όλες τις δυνατές εισόδους.

Παρόμοια αποδεικνύεται ότι: δεν υπάρχει αλγόριθμος που να μπορεί να αποφασίσει αν
δυο δεδομένα προγράμματα είναι ισοδύναμα (δηλαδή έχουν την ίδια συμπεριφορά
εισόδου - εξόδου).

Αντί να δείχνουμε κατευθείαν (δηλαδή με διαγωνιοποίηση) ότι ένα τέτοιο πρόβλημα
είναι μη επιλύσιμο, μπορούμε να χρησιμοποιούμε την ακόλουθη μέθοδο αναγωγής
(reduction):

Για να δείξουμε ότι η f δεν είναι υποοίσιμη, ανάουμε το HP στην f, δηαδή,
δείχνουμε ότι αν ήταν υποοίσιμη η f τότε θα ήταν επιύσιμο το HP (πράμα
που δεν αηθεύει!).
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Υπολογισιμότητα Μη επιλυσιμότητα. Θεωρία αναδρομικών συναρτήσεων

Θεώρημα S-m-n I

Θεώρησε ένα πρόγραμμα π με δυο εισόδους a, b για τις μεταβλητές y και z. Τώρα
(κρατήστε το y σαν παράμετρο) φτιάξε ένα νέο πρόγραμμα

π1 : y := a; π

με μόνο μια είσοδο b για την μεταβλητή z. H έξοδος είναι η ίδια. Έτσι αν ο κωδικός του
π είναι x και ο κωδικός του π1 είναι s ισχύει:

φx(a, z) » φs(z)

Παρατηρούμε ότι ο κωδικός του π1 μπορεί να υπολογιστεί βάσει του κωδικού του y := a
και του κωδικού του π, με απλό τρόπο. Άρα η s είναι (LOOP-)υπολογίσιμη συνάρτηση
του x και του y, δηλαδή s(x, y) και συνεπώς:

Θεώρημα παραμέτρων. Ds P P, @x, y, z φx(y, z) » φs(x,y)(z)

Και γενικά (για πολλές μεταβλητές και πολλές παραμέτρους):

Θεώρημα S-m-n.
DSnm P P, @x, y⃗, z⃗ φx(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn) » φSnm(x,y1,...,ym)(z1, . . . , zn)
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Θεώρημα S-m-n II

Θεώρημα
Υπάρχει g P P ώστε φx(φy(z)) » φg(x,y)(z). (Δηαδή ο κδικός της παράθεσης δυο
προραμμάτν, π1;π2, είναι υποοίσιμος βάσει τν κδικών τν π1 και π2).

Απόδειξη.
Θεώρησε ένα καθολικό πρόγραμμα: ω1(x, y, z) » (π1;π2)(z), όπου:
y = κωδικός(π1), x = κωδικός(π2) και z = είσοδος για π1.
Το ω1 έχει (έστω) δείκτη u: φu(x, y, z) » φx(φy(z)).
Λόγω του S-m-n έχουμε: φu(x, y, z) » φS21(u,x,y)

(z).

’Αρα: φx(φy(z)) » φS21(u,x,y)
(z), οπότε θέτουμε: g(x, y) = S21(u, x, y)
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Υπολογισιμότητα Μη επιλυσιμότητα. Θεωρία αναδρομικών συναρτήσεων

Παράδειγμα αναγωγής I

Θεώρημα
To CONST (πρόβημα σταθερής συνάρτησης) είναι μη επιύσιμο, δηαδή η συνάρτηση f δεν είναι
αναδρομική, όπου:

f(x) =

#

1, αν φx σταθερή συνάρτηση
0, αλλιώς

Απόδειξη:
Ορίζουμε:

h(x, y) »

#

5, αν φx(x) Ó
Ò, αλλιώς

Η h είναι υπολογίσιμη:

βρες τo x-οστό πρόγραμμα,
τρέξε το με είσοδο x,
αν και όταν σταματήσει δώσε έξοδο 5.
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Υπολογισιμότητα Μη επιλυσιμότητα. Θεωρία αναδρομικών συναρτήσεων

Παράδειγμα αναγωγής II

Λόγω της θέσης Church-Turing η h είναι μερική αναδρομική. Λόγω της κανονικής μορφής Kleene η h
έχει δείκτη (έστω) u: φu(x, y) » h(x, y). Λόγω του S-m-n: φS(u,x)(y) » h(x, y). Θέτουμε
g(x) = S(u, x). Έτσι έχουμε φg(x)(y) » h(x, y) και η g είναι υπολογίσιμη.

Τώρα θα χρησιμοποιήσουμε την f:

f(g(x)) =

#

1, αν φg(x) σταθ. συν.
0, αλλιώς =

#

1, h(x,y)=5, @y
0, αλλιώς =

#

1, φx(x) Ó
0, αλλιώς = HP

Αν η f ήταν υπολογίσιμη τότε και η σύνθεση f(g(¨)) θα ήταν υπολογίσιμη δηλαδή το HP θα ήταν
επιλύσιμο.
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Υπολογισιμότητα Μη επιλυσιμότητα. Θεωρία αναδρομικών συναρτήσεων

Παράδειγμα αναγωγής III

Άσκηση: Δείξτε με αναγωγή ότι τα εξής προβλήματα δεν είναι επιλύσιμα:

1 t(x, y) | φx = φyu

2 t(x, y, z) | φx(y) = zu
3 tx | το πεδίο της φx είναι άπειροu

Παρατήρηση
Ας διαφοροποιήσουμε τώρα τις δυο εκδοχές του HP που έχουμε χρησιμοποιήσει για να
είμαστε ακριβείς:

K0 = t(x, y) | φx(y) Óu
K = tx | φx(x) Óu
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Υπολογισιμότητα Μη επιλυσιμότητα. Θεωρία αναδρομικών συναρτήσεων

Θεώρημα Rice I

Η παραπάνω τεχνική αναγωγής του HP μπορεί να χρησιμοποιηθεί για να δείξουμε ένα πολύ πιο
γενικό αποτέλεσμα:

Κάθε μη τετριμμένη ιδιότητα υπολογίσιμων συναρτήσεων αντιπροσωπεύει ένα μη επιλύσιμο
πρόβλημα (Θεώρημα Rice).

Πριν την ακριβή διατύπωση του θεωρήματος του Rice θα πρέπει να διευκρινίσουμε κάτι πολύ
σημαντικό. Οποιαδήποτε τεχνική απαρίθμησης κι αν εφαρμόσουμε για τις μερικές αναδρομικές
συναρτήσεις (είτε μέσω προγραμμάτων while, είτε μέσω του μαθηματικά ορισμένου επαγωγικού
πεδίου κ.τ.λ.), δεν μπορούμε να πετύχουμε μονοσήμαντη κωδικοποίηση για μια συνάρτηση
(αναφερόμαστε στην ουσία της συνάρτησης). Δηλαδή μια συνάρτηση, στις διάφορες ισοδύναμες
μορφές της, θα αντιστοιχεί σε πολλούς δείκτες στην απαρίθμηση. Έτσι το σύνολο C που
αναφέρεται στο θεώρημα του Rice είναι σύνολο συναρτήσεων και όχι σύνολο δεικτών.

Ορισμός
PR1: Η κλάση των μερικών αναδρομικών συναρτήσεων με ένα όρισμα.
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Υπολογισιμότητα Μη επιλυσιμότητα. Θεωρία αναδρομικών συναρτήσεων

Θεώρημα Rice II

Θεώρημα (Rice)
Έστ C Ĺ PR1, C ‰ H. Τότε το tx | φx P Cu είναι μη επιύσιμο, δηαδή η συνάρτηση f
δεν είναι αναδρομική, όπου:

f(x) =

#

1, φx P C
0, αλλιώς

Απόδειξη:
Έστω k μια συνάρτηση της κλάσης C. Έστω Ω η πουθενά ορισμένη συνάρτηση, δηλαδή
Ω(x) =Ò, @x.

Περίπτση 1: Ω R C.

Ορίζουμε: h(x, y) »

#

k(y), φx(x) Ó
Ò, αλλιώς
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Υπολογισιμότητα Μη επιλυσιμότητα. Θεωρία αναδρομικών συναρτήσεων

Θεώρημα Rice III

Όπως στο προηγούμενο θεώρημα έχουμε: φg(x)(y) » h(x, y) και g είναι υπολογίσιμη.
Τότε, αφού Ω R C:

f(g(x)) =

#

1, φg(x) P C
0, αλλιώς =

#

1, φg(x) » k
0, αλλιώς =

#

1, φx(x) Ó
0, αλλιώς = HP

Συνεπώς η f δεν είναι υπολογίσιμη.

Περίπτση 2: Ω P C. Αλλά τότε το Ω δεν ανήκει στο C. Δείχνουμε ομοίως ότι:
tx | φx P Cu μη επιλύσιμο. Αλλά τότε και το συμπλήρωμά του δεν είναι επιλύσιμο:

tx | φx P Cu = tx | φx P Cu
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Υπολογισιμότητα Μη επιλυσιμότητα. Θεωρία αναδρομικών συναρτήσεων

Δεύτερο Θεώρημα Αναδρομής (Θεώρημα σταθερών τιμών) I

Θεώρημα (Δεύτερο Θεώρημα Αναδρομής (θεώρημα σταθερών τιμών))

@f P PR D n : φn » φf(n)

[ισοδύναμη εκφώνηση: @z D n : φn » φφz(n)]

Παρατήρηση
Αν f(n) =Ò τότε φf(n) = Ω.

Το θεώρημα της αναδρομής λέει για ότι για κάθε αναδρομική συνάρτηση f που
αντιστοιχεί δείκτες μερικών αναδρομικών συναρτήσεων σε δείκτες μερικών αναδρομικών
συναρτήσεων, υπάρχει ένα σταθερό σημείο n, ώστε η μερική αναδρομική συνάρτηση με
δείκτη n να είναι ισοδύναμη με τη μερική αναδρομική συνάρτηση με δείκτη f(n).
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Υπολογισιμότητα Μη επιλυσιμότητα. Θεωρία αναδρομικών συναρτήσεων

Δεύτερο Θεώρημα Αναδρομής (Θεώρημα σταθερών τιμών) II

Με άλλα λόγια, αν μετασχηματίσουμε όλα τα προγράμματα while κατά ένα
συγκεκριμένο τρόπο (π.χ. προσθέτοντας στο τέλος τους μια εντολή y := y+ 1, όπου y η
έξοδος), θα υπάρχει ένα πρόγραμμα while πn που θα είναι ισοδύναμο με το
μετασχηματισμένο πρόγραμμα πf(n) (στο συγκεκριμένο παράδειγμα ένα πρόγραμμα
που πέφτει σε άπειρο loop).

Συνέπεια των θεωρημάτων αναδρομής είναι και το ότι υπάρχει self reproducing program
(quine) πρόγραμμα του οποίου η έξοδος είναι ακριβώς το κείμενο του ίδιου του
προγράμματος.

Θα κατασκευάσουμε ένα σκαρίφημα για ένα τέτοιο πρόγραμμα. Η συνάρτηση dq
(doublequotes, που δεν υλοποιούμε λεπτομερώς) διπλασιάζει κάθε quote “ ’ ”. Για να
εμφανιστεί στην έξοδο μία συμβολοσειρά που περιέχει ένα quote, πχ. blah’blah, η
εντολή πρέπει να έχει δύο quotes, δηλ είναι write(’blah”blah’). Θεωρούμε ότι το
πρόγραμμα είναι γραμμένο σε μία γραμμή (δεν χωράει σε μία γραμμή στην σελίδα, για
αυτό το γράφουμε σε δύο):
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Υπολογισιμότητα Μη επιλυσιμότητα. Θεωρία αναδρομικών συναρτήσεων

Δεύτερο Θεώρημα Αναδρομής (Θεώρημα σταθερών τιμών) III

Παράδειγμα (Quine σε ψευδοκώδικα)
x:=';y:=dq(x);write("x:=""", y, """", x)';y:=dq(x);write('x:="', y, '"', x)

Trace:
x : ;y:=dq(x);write('x:="', y, '"', x)
y : ;y:=dq(x);write("x:=""", y, """", x)

Output:
x:=';y:=dq(x);write("x:=""", y, """", x)';y:=dq(x);write('x:="', y, '"', x)

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 155 / 422



.
.
.

.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Υπολογισιμότητα Μη επιλυσιμότητα. Θεωρία αναδρομικών συναρτήσεων

Δεύτερο Θεώρημα Αναδρομής (Θεώρημα σταθερών τιμών) IV

Παράδειγμα (Quine σε python)
> cat quine.py
x='x=%r;print x%%x';print x%x

> python quine.py
x='x=%r;print x%%x';print x%x

Εξήγηση:
Εντολή 1: x = 'x=%r;print x%%x'
Εντολή 2: print x%x

Trace:
x : "x=%r;print x%%x"
x%x : "x='x=%r;print x%%x';print x%x"

Γενικά: x%y δίνει ως αποτέλεσμα τη συμβολοσειρά x με τη διαφορά ότι στη θέση του %r
υπάρχει πλέον το representation της y, δηλαδή η τιμή της συμβολοσειράς y μαζί με τα
μονά εισαγωγικά γύρω της, και στη θέση του %% υπάρχει πλέον μόνο ένα σύμβολο %
[http://pyformat.info για περισσότερες πληροφορίες].
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Υπολογισιμότητα Μη επιλυσιμότητα. Θεωρία αναδρομικών συναρτήσεων

Άλλη εκδοχή δεύτερου θεωρήματος αναδρομής I
Θεώρημα (Άλλη εκδοχή θεωρήματος αναδρομής)

Dr P R @ z : φr(z) » φφz(r(z))

Δηλαδή μπορούμε μηχανιστικά να υπολογίσουμε το n του πρώτου θεωρήματος.

Απόδειξη:
Για το πρώτο: Ορίζουμε h(x, u) » φφx(x)(u).
H h είναι υπολογίσιμη. Όπως παραπάνω, υπάρχει g υπολογίσιμη ώστε:

φg(x)(u) » h(x, u).

Η σύνθεση f(g(¨)) είναι υπολογίσιμη.
Άρα έχει δείκτη, έστω y: φy(.) » f(g(.)).
Άρα: φy(y) » f(g(y))
και: φf(g(y)) » φφy(y) » φg(y)

θέτουμε n = g(y).

Για το δεύτερο: Παρατηρούμε ότι η κατασκευή του π ήταν μηχανιστική, δηλαδή δείκτης y μπορεί
να υπολογιστεί και η g είναι υπολογίσιμη.
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.
.
.

.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Υπολογισιμότητα Αναδρομικά και αναδρομικά αριθμήσιμα σύνολα

Recursive and Recursively Enumerable sets I

Ορισμός
Το σύνολο A είναι αναδρομικό ανν η χαρακτηριστική του συνάρτηση XA είναι
αναδρομική.
Το σύνολο A είναι αναδρομικά αριθμήσιμο (recursively enumerable) ανν A =H ή A =
πεδίο τιμών της f (A = ran(f)) για κάποια αναδρομική συνάρτηση f.

Εξηγήσεις:

- To σύνολο A είναι αναδρομικό (αποκρίσιμο) αν υπάρχει πρόγραμμα που μπορεί να
αποφαίνεται για το ερώτημα: “δεδoμένου του αριθμού n, είναι το n στοιχείο του
συνόλου A;”.

- Το σύνολο A είναι αναδρομικά αριθμήσιμο (καταγράψιμο, r.e.) αν υπάρχει
πρόγραμμα που (χωρίς είσοδο) δίνει στην έξοδο όλα τα στοιχεία του συνόλου A (σε
οποιαδήποτε σειρά).

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 158 / 422



.
.
.

.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Υπολογισιμότητα Αναδρομικά και αναδρομικά αριθμήσιμα σύνολα

Recursive and Recursively Enumerable sets II

Παράδειγμα
- Το K = tx | φx(x) Óu δεν είναι αναδρομικό (μη επιλυσιμότητα του προβλήματος
τερματισμού).

- Το K είναι r.e. (Μπορούμε να κατασκευάσουμε πρόγραμμα που ξεκινά διαδοχικά
και τρέχει παράλληλα με τη μέθοδο “dovetaling” όλα τα προγράμματα while και
όταν κάποιο από αυτά σταματάει βγάζει στην έξοδο το δείκτη του).

- Το K δεν είναι ούτε r.e. (γιατί αν και το K και το K ήταν r.e., τότε το K θα ήταν
αναδρομικό: λεπτομέριες αργότερα).
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Υπολογισιμότητα Αναδρομικά και αναδρομικά αριθμήσιμα σύνολα

Recursive and Recursively Enumerable sets III

Θεώρημα
1 Το A είναι r.e.
2 ανν A = dom(f) (πεδίο ορισμού), όπου f P PR
3 ανν A = ran(f), όπου f P PR
4 ανν A =H ή A = ran(f), όπου f P P
5 ανν A = tx | Dy R(x, y)u, όπου R αναδρομική
6 ανν το A είναι while-καταράψιμο
7 ανν το A είναι Turing-καταράψιμο
8 ανν το A είναι (while- ή) Turing-αποδεκτό (acceptable),
δη. μπορεί να ανανριστεί από (πρόραμμα while ή από) μηχανή Turing (όπου η
μηχανή Turing (πρόραμμα while) σταματά ια κάθε x P A και δε σταματά ια
x R A)

9 αν = graph(f), όπου f P PR
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Υπολογισιμότητα Αναδρομικά και αναδρομικά αριθμήσιμα σύνολα

Recursive and Recursively Enumerable sets IV

Παρατηρήσεις:

Από το πρώτο ανν του θεωρήματος και από μια μηχανιστική απαρίθμηση tφiu όλων
των μερικών αναδρομικών συναρτήσεων μπορούμε να λάβουμε μια μηχανιστική
απαρίθμηση tWiu όλων των r.e. συνόλων (= πεδίων ορισμού των tφiu).

Wi = tx | φi(x) Óu = dom(φi)

K = tx | φx(x) Óu = tx | x P Wxu
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Υπολογισιμότητα Αναδρομικά και αναδρομικά αριθμήσιμα σύνολα

Recursive and Recursively Enumerable sets V

Θεώρημα
Το A είναι αναδρομικό ανν το A και το A είναι r.e..

Απόδειξη.
“ñ” : Έστω A αναδρομικό, δηλαδή υπάρχει πρόγραμμα π που αποφαίνεται για το A.

Κατασκευάζουμε πρόγραμμα που εκτελεί το π επανειλημμένα για να αποφανθεί
για όλες τις εισόδους: 0, 1, 2, ... . Κατ’ αυτόν τον τρόπο μπορούν να απαριθμηθούν
το A και το A.

“ð” : Έστω A και A r.e., δηλ. υπάρχουν δύο προγράμματα π1, και π2 που απαριθμούν
(καταγράφουν) το A και το A αντιστοίχως. Κατασκευάζουμε πρόγραμμα που
ελέγχει αν n P A τρέχοντας εν παραλλήλω το π1 και το π2. Το n θα εμφανιστεί
κάποτε είτε στην έξοδο του π1 είτε στην έξοδο του π2. ’Ετσι τότε θα αποφασίσει το
πρόγραμμα αν n P A ή όχι (φυσικά δεν είναι γνωστό πόσος χρόνος θα χρειαστεί
για να απαντηθεί το ερώτημα: “n P A;”).
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Υπολογισιμότητα Αναδρομικά και αναδρομικά αριθμήσιμα σύνολα

Recursive and Recursively Enumerable sets VI
Θεώρημα
Το A είναι αναδρομικό ανν A = ran(f), όπου f νησίς αύξουσα αναδρομική συνάρτηση ή το A
είναι πεπερασμένο σύνοο.

Απόδειξη:
“ð” : Αν το A είναι πεπερασμένο, τότε είναι προφανώς και αναδρομικό. Αν A = ran(f), όπου f

γνησίως αύξουσα, τρέχουμε διαδοχικά προγράμματα f(0), f(1), . . . μέχρι η f(k) να γίνει
μεγαλύτερη ή ίση από την είσοδο μας x. Σε αυτό το σημείο αποφασίζεται αν x P A ή x R A.

“ñ” : ’Εστω μη πεπερασμένο αναδρομικό σύνολο A. Αν διατάξουμε τα στοιχεία του A με αύξουσα
σειρά, τότε η συνάρτηση f(x) = ax (x´στοιχείο του A) είναι γνησίως αύξουσα και
υπολογίζεται από το ακόλουθο πρόγραμμα π (με είσοδο x και έξοδο y):
z := 0; y := 0;
while z ď x do
if y P A then z := z+ 1;
y := y+ 1

end;
y := y´ 1
Παρατήρηση: Επειδή το A είναι άπειρο η f είναι ολική.
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Υπολογισιμότητα Αναδρομικά και αναδρομικά αριθμήσιμα σύνολα

Recursive and Recursively Enumerable sets VII

Παρατήρηση
Η κλάση των αναδρομικών σχέσεων είναι κλειστή ως προς:

όλες τις λογικές πράξεις (ένωση, τομή, συμπλήρωμα) και ως προς
φραγμένους ποσοδείκτες (bounded quantification, @ ă, D ă).

Η κλάση (RE) των recursively enumerable σχέσεων είναι κλειστή ως προς:
ένωση και τομή και όχι όμως και ως προς συμπλήρωμα.
φραγμένο καθολικό ποσοδείκτη (bounded universal quantification: @ ă) και μη
φραγμένο υπαρξιακό ποσοδείκτη (unbounded existential quantification: D).

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 164 / 422



.
.
.

.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Υπολογισιμότητα Αναδρομικά και αναδρομικά αριθμήσιμα σύνολα

Recursive and Recursively Enumerable sets VIII
Ορμώμενοι από τις αναγωγές που κάναμε του HP, για παράδειγμα, σε άλλα
προβλήματα, εισάγουμε τώρα την έννοια της αναιμότητας (reducibility).

Ορισμός
A ďm B : (A είναι (πολλά-ένα) αναγώγιμο στο B):
Dg P R @n : (n P AØ g(n) P B).
Αν επιπλέον η g είναι 1-1, τότε γράφουμε A ď1 B (το A είναι ένα προς ένα αναγώγιμο
στο B).
Αν η συνάρτηση g είναι πολυωνυμικής πολυπλοκότητας μιλάμε για αναγωγή
πολυωνυμικού χρόνου και συμβολίζουμε A ďp

m B (αναγωγή κατά Karp).

Θεώρημα
α) ďm είναι ανακαστική και μεταβατική.
β) A ďm Bñ A ďm B
γ) A ďm B^ B αναδρομικό ñ A αναδρομικό
[ή : A ďm B^ A μη επιύσιμο ñ B μη επιύσιμο ]

δ) A ďm B^ B r.e. ñ A r.e.
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Υπολογισιμότητα Αναδρομικά και αναδρομικά αριθμήσιμα σύνολα

Recursive and Recursively Enumerable sets IX

Ορισμός
A ”m B : A ďm B^ B ďm A

Παρατήρηση
Η ”m είναι σχέση ισοδυναμίας και διαβάζεται ”έχουν τον ίδιο βαθμό (μη)
επιυσιμότητας” (have the same degree of unsolvability).

’Εστω C μια κλάση από σύνολα (π.χ. RE η κλάση των r.e. συνόλων).

Ορισμός
B είναι δύσκοο (hard) στην C ς προς ďm : @A P C : A ďm B

Ορισμός
B είναι πήρες (complete) στην C ς προς ďm : B P C και B είναι δύσκολο στην C ως
προς ďm.

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 166 / 422



.
.
.

.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Υπολογισιμότητα Αναδρομικά και αναδρομικά αριθμήσιμα σύνολα

Recursive and Recursively Enumerable sets X

Παρατήρηση:

Π.χ. αν C = NP έχουμε προβλήματα (ή σύνολα) πήρη στην NP (NP είναι η κλάση
προβλημάτων υπολογιστών μη ντετερμινιστικά σε πολυωνυμικό χρόνο) [ως προς
αναγωγή πολυωνυμικού χρόνου].

Η χρησιμότητα της έννοιας του NP-πλήρους προβλήματος φαίνεται και από το εξής: Αν
ένα NP-πλήρες πρόβλημα A αποδειχθεί ότι επιλύεται με πολυωνυμικού χρόνου
ντετερμινιστικό αλγόριθμο, τότε κάθε NP πρόβλημα θα επιλύεται επίσης με πολυωνυμικό
(ντετερμινιστικό) αλγόριθμο, αφού ανάγεται πολυωνυμικά στο A.
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Υπολογισιμότητα Αναδρομικά και αναδρομικά αριθμήσιμα σύνολα

Recursive and Recursively Enumerable sets XI

Θεώρημα
α)

Το B είναι πήρες στην RE
B ďm C
Το C είναι r.e.

,

.

-

ñ C πήρες στην RE.

β) A και B είναι πήρη στην RE ñ A ”m B
γ) Το K είναι πήρες στην RE.

Απόδειξη: Άσκηση …
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Υπολογισιμότητα Μαντεία. Σχετική Υπολογισιμότητα. Αριθμητικές Σχέσεις

Μαντεία I

Στη συνέχεια θα παρουσιάσουμε προγράμματα ή μηχανές Turing με μαντεία.

Επιτρέπουμε στα προγράμματα (ή μηχανές) να εισέρχονται σε κατάσταση ερώτησης (οσοδήποτε
συχνά), ενώ υπολογίζουν και να συμβουλεύονται ένα μαντείο για το A, δηλαδή μία συσκευή που
μπορεί να αποφασίζει την ιδιότητα “στοιχείο του” για το A (x P A ή όχι;). Αν το μαντείο
αποκρίνεται για ένα αναδρομικό σύνολο A, τότε το πρόγραμμα μας (ή TM) υπολογίζει ακριβώς
όλες τις υπολογίσιμες συναρτήσεις. Αν όμως το μαντείο αποκρίνεται για άλλα μη επιλύσιμα
σύνολα (π.χ. K), τότε το πρόγραμμα μας υπολογίζει συναρτήσεις που είναι υποοίσιμες με χρήση
μαντείου ια το σύνοο A ή απά A-υποοίσιμες.

Ορισμός
PRA είναι η μικρότερη κλάση συναρτήσεων

1 περιλαμβάνει τις S, P, Z,Uni και χA
2 είναι κλειστή ως προς σύνθεση, πρωταρχική αναδρομή και μ-σχήμα.

Παρόμοια, μπορούμε να επεκτείνουμε την έννοια σε πολλά μαντεία: (μερική) C-αναδρομική, όπου
C είναι μία κλάση από συναρτήσεις και/ή σύνολα.
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Υπολογισιμότητα Μαντεία. Σχετική Υπολογισιμότητα. Αριθμητικές Σχέσεις

Μαντεία II

Ορισμός
A ďT B (A ανάγεται κατά Turing στο B):
A είναι B-αναδρομική.

Παρατήρηση: Παρόμοιες ιδιότητες και έννοιες όπως για ďm

ďT είναι ανακλαστική και μεταβατική.
”T: είναι η προκύπτουσα αντίστοιχα σχέση ισοδυναμίας, η Turing ισοδυναμία·
Turing βαθμός μη επιλυσιμότητας: d(A) = κλάση ισοδυναμίας του A.
d(H): μικρότερος βαθμός, βαθμός των αναδρομικών συνόλων.
Δεν υπάρχει μεγαλύτερος βαθμός: @A : d(A) ă d(AK)

d(K) είναι μεγιστικός βαθμός μεταξύ των αναδρομικά αριθμήσιμων συνόλων.
Υπάρχουν αναδρομικά αριθμήσιμα σύνολα A, B τέτοια ώστε δεν ισχύει ούτε
A ďT B ούτε B ďT A.
ďT-hard, ďT-complete. (ďT-δύσκολο, ďT-πλήρες.)
K είναι ďT-complete στο RE (αναδρομικά αριθμήσιμα σύνολα)
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Υπολογισιμότητα Μαντεία. Σχετική Υπολογισιμότητα. Αριθμητικές Σχέσεις

Μαντεία III

Ορισμός
Μία σχέση R είναι αριθμητική αν ορίζεται στην αριθμητική (δηλαδή την σχεσιακή δομή:
N = xN;ă; S; +; ˚; 0y).

Θεώρημα (Gödel)
R είναι r.e. (αναδρομικά αριθμήσιμη) ùñ R είναι αριθμητική.

Απόδειξη.
Επαγωγή στο PR.
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Υπολογισιμότητα Μαντεία. Σχετική Υπολογισιμότητα. Αριθμητικές Σχέσεις

Η αριθμητική ιεραρχία I

Σ0
1 = RE = tS | S(x)Ø DyR(x, y), R αναδρομικήu

Π0
1 = co-RE = συμπληρώματα συνόλων του RE = tS | S(x)Ø @yR(x, y), R αναδρομικήu

και γενικά:
Σ0
n+1 = Π0

n -RE = tS | S(x)Ø DyR(x, y),R P Π0
n u

Π0
n+1 = co-Σ0

n+1 = συμπληρώματα συνόλων του Σ0
n+1

∆0
n = Σ0

n XΠ0
n

Παράδειγμα: @x1@x2Dx3Dx4Dx5@x6Dx7@x8@x9R(x) στο Π0
5 αν R: αναδρομική.
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Υπολογισιμότητα Μαντεία. Σχετική Υπολογισιμότητα. Αριθμητικές Σχέσεις

...
...

Π0
3

22eeeeeeeeeeeeeee Σ0
3

llXXXXXXXXXXXXXXllYYYYYYYYYYYYYYY
22ffffffffffffff

∆0
3

OO

Π0
2

33gggggggggggggg
Σ0

2

kkVVVVVVVVVVVVVllYYYYYYYYYYYYYYY
22ffffffffffffff

∆0
2

OO

Π0
1 = co´ R.E.

33gggggggggg
Σ0

1 = R.E.

kkVVVVVVVVVV
llYYYYYYYYYYY

22fffffffffff

∆0
1 = rec
OO

Σχήμα: Αριθμητική ιεραρχία
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Υπολογισιμότητα Μαντεία. Σχετική Υπολογισιμότητα. Αριθμητικές Σχέσεις

Η αριθμητική ιεραρχία ΙΙΙ

Θεώρημα
Οι εκεισμοί στην αριθμητική ιεραρχία είναι νήσιοι.

Θεώρημα
Μία σχέση R είναι αριθμητική ανν υπάρχει k τ.. R P Σ0

k .
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Υπολογισιμότητα Διοφαντικά σύνολα

Το 10ο πρόβλημα του Hilbert I

Το 1900 στο Παρίσι, ο David Hilbert έκανε μια ομιλία για τα 23 πιο σπουδαία μαθηματικά
προβλήματα που κληρονομούσε ο 20ος αιώνας από τον 19ο. Το 10ο ήταν:

Απόφανση περί επιλυσιμότητας μιας Διοφαντικής εξίσωσης

δηλαδή να ευρεθεί αλγόριθμος που δεδομένου ενός πολυωνύμου με ακέραιους συντελεστές να
αποφασίζει αν έχει ακέραιες ρίζες.

Μία τέτοια εξίσωση
D(x1, . . . , xn) = 0,

όπου D πολυώνυμο με ακέραιους συντελεστές λέγεται Διοφαντική προς τιμήν του Έλληνα
(Αλεξανδρινού) μαθηματικού Διόφαντου, που έζησε τον 3ο αιώνα μ.Χ.

Έως το 1900, υπήρχαν μέθοδοι επίλυσης (θετικής ή αρνητικής) για διάφορες υποκατηγορίες των
Διοφαντικών εξισώσεων, ο Hilbert όμως ζητούσε μία καθολική μέθοδο, δηλαδή αλγόριθμο
απόφασης, για όλες τις Διοφαντικές εξισώσεις.
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Υπολογισιμότητα Διοφαντικά σύνολα

Το 10ο πρόβλημα του Hilbert II

Με χρήση του θεωρήματος Lagrange (κάθε φυσικός είναι άθροισμα τεσσάρων τετραγώνων), μπορεί
να δείξει κανείς ότι τα εξής δύο προβλήματα απόφασης ανάγονται το ένα στο άλλο (είναι
ισοδύναμα ως προς ”m):

Επιλυσιμότητα Διοφαντικής εξίσωσης με ακεραίους.
Επιλυσιμότητα Διοφαντικής εξίσωσης με φυσικούς.

Θεώρημα (DMPR)
Το 10ο πρόβημα του Hilbert είναι μη επιλύσιμο.

Και μάλιστα κατασκευαστικά:

Θεώρημα
Υπάρχει αόριθμος που, δεδομένου αορίθμου A που δήθεν επιύει το 10ο πρόβημα του Hilbert,
κατασκευάζει Διοφαντική εξίσση αντιπαράδειμα.

Δηλαδή υπάρχει ďm-αναγωγή, άρα το πρόβλημα είναι RE-πλήρες.
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Υπολογισιμότητα Διοφαντικά σύνολα

Εικασία Davis I

Ας θεωρήσουμε οικογένειες από παραμετρικές Διοφαντικές εξισώσεις:

D(x1, . . . , xm, a1, . . . , an) = 0,

ακέραιοι συντελεστές
παράμετροι a1, . . . , an
άγνωστοι x1, . . . , xm.

Για ποιες τιμές των παραμέτρων ai έχει η D ακέραιες ρίζες;
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Υπολογισιμότητα Διοφαντικά σύνολα

Εικασία Davis II

Ορισμός
Διοφαντικό σύνολο:
t(a1, . . . , an) | D(x1, . . . , xm) : D(x1, . . . , xm, a1, . . . , an) = 0u,
όπου D: Διοφαντική εξίσωση με ακέραιους συντελεστές.

Παράβαλε αναδρομικά αριθμήσιμο σύνοο:

t(a1, . . . , an) | D(x1, . . . , xm) : f(x1, . . . , xm, a1, . . . , an) = 0u,

όπου f: αναδρομική συνάρτηση.

Παρατήρηση
Αν η συνάρτηση D στο ορισμό του διοφαντικού συνόλου είναι ένα πολυώνυμο ως προς τους
αγνώστους x1, x2, . . . , xm τότε το σύνολο ονομάζεται πολυωνυμικά διοφαντικό σύνολο.
Αν στη συνάρτηση D επιτρέπεται να υπάρχει άγνωστη μεταβλητή (x1, . . . , xm) σε εκθέτη, τότε το
σύνολο ονομάζεται εκθετικά διοφαντικό.
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Υπολογισιμότητα Διοφαντικά σύνολα

Εικασία Davis III

Παράδειγμα
NQ = tn | n όχι τέλειο τετράγωνοu είναι διοφαντικό σύνολο διότι
NQ = td | D(x, y) : x2 ´ d(y+ 1)2 ´ 1 = 0u (εξίσωση του Pell).

Προφανώς κάθε Διοφαντικό σύνολο είναι (καταγράψιμο) αναδρομικά αριθμήσιμο.

Παρατήρηση
Και οι δύο κλάσεις D και RE είναι κλειστές ως προς ένωση και τομή όχι όμως ως προς συμπλήρωμα.

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 179 / 422



.
.
.

.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Υπολογισιμότητα Διοφαντικά σύνολα

Εικασία Davis IV

Εικασία (Davis, 1950)
Κάθε αναδρομικά αριθμήσιμο σύνοο είναι διοφαντικό.

Martin Davis
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Υπολογισιμότητα Διοφαντικά σύνολα

Εικασία Davis V

Μία συνέπεια αυτής της εικασίας είναι ότι το σύνολο PRIMES είναι διοφαντικό, άρα περιγράφεται
με μια πολυωνυμική εξίσωση! Το ίδιο ισχύει και για το σύνολο POWERS-OF-2.

Μια άλλη συνέπεια (“Davis Normal Form”, παράβαλε KNF) είναι η ύπαρξη καθολικής (universal)
Διοφαντικής εξίσωσης [Un(a, k, y) = 0] που περιγράφει (με index k) κάθε r.e. σύνολο:

@D, Dk,@a [DxD(a, x) = 0Ø Dy(Un(a, k, y) = 0]
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Υπολογισιμότητα Διοφαντικά σύνολα

Εικασία Davis VI

Ο Martin Davis απέδειξε αμέσως:

Θεώρημα (Davis Normal Form)
Κάθε r.e. σύνοο περιράφεται:

ta|Dz,@y ď z, Dx p(a, x, y, z) = 0u

δηαδή το σύνοο τν παραμέτρν a ώστε όα τα πουώνυμα

p(a, x, 0, z), p(a, x, 1, z), . . . , p(a, x, z, z)

να έχουν ρίζα.

Το ζητούμενο τώρα ήταν να απαλειφθεί ο καθολικός ποσοδείκτης για να αποδειχτεί η εικασία
Davis. Αυτό έγινε μετά από τουλάχιστον 20 χρόνια.
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Υπολογισιμότητα Διοφαντικά σύνολα

J. Robinson, H. Putnam, Y. Matiyasevich I

Julia Robinson Hilary Putnam Yuri Matiyasevich
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Υπολογισιμότητα Διοφαντικά σύνολα

J. Robinson, H. Putnam, Y. Matiyasevich II

Εικασία (J. Robinson)
Υπάρχει διοφαντικό σύνοο ζευαριών D τέτοιο ώστε:

1 (a, b) P D : b ď aa και
2 @k, D(a, b) P D : b ą ak

Ορισμός
Το σύνολο D = t(a, b, c) | a = bcu ονομάζεται σχέση εκθετικής αυξητικότητας ή σχέση Julia
Robinson.
Παρατήρηση: Μέχρι την δεκαετία 1960 δεν ήταν γνωστό στους αριθμοθεωρητικούς αν υπάρχει
τέτοιο σύνολο D.

Η Julia Robinson (μαθήτρια του Tarski στο Berkeley) που μελετούσε την διοφαντικότητα του
συνόλου POWERS-OF-2 απέδειξε το 1950 ότι η εικασία J. Robinson συνεπάεται ότι η σχέση
εκθετικής αυξητικότητας είναι διοφαντικό σύνολο.

Εικασία (PAP)
Υπάρχουν αριθμητικές πρόοδοι πρώτν αριθμών, αυθαιρέτου μήκους.
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Υπολογισιμότητα Διοφαντικά σύνολα

J. Robinson, H. Putnam, Y. Matiyasevich III

Ο Davis μαζί με τον φιλόσοφο (Harvard) Hilary Putnam μελέτησαν εκθετικές διοφαντικές εξισώσεις
(π.χ. (x+ 1)a + (y+ 1)a = (z+ 1)a, Fermat: μόνον για a = 1, 2) και έδειξαν το 1959 ότι:

εικασία ΡΑΡ + εικασία J. Robinson ñ εικασία Davis

Δυστυχώς η εικασία ΡΑΡ δεν είχε αποδειχτεί τότε. Όμως η J. Robinson κατόρθωσε να
αντικαταστήσει την εικασία ΡΑΡ με κάτι σχετικό με το θεώρημα πρώτων αριθμών.

Παρατήρηση
Η εικασία PAP απεδείχθει το 2004 από τους Ben Green και Terence Tao και ως εκ τούτου είναι
πλέον γνωστή με την ονομασία Θεώρημα Green-Tao.
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Υπολογισιμότητα Διοφαντικά σύνολα

J. Robinson, H. Putnam, Y. Matiyasevich IV

Έτσι, έχουμε:

Θεώρημα (DPR)

1 Κάθε r.e. σύνοο είναι εκθετικά διοφαντικό.
2 Η εικασία J. Robinson είναι ισοδύναμη με: Κάθε r.e. σύνοο είναι (πουνυμικά) διοφαντικό.

Παρατήρηση
Η εικασία J.R. είναι ισοδύναμη με: t(a, b, ab)u είναι (πολυωνυμικά) διοφαντικό.

Τέλος, ο (νεαρός, 22 ετών) Yuri Matiyasevich απέδειξε το 1970 την εικασία της J. Robinson. Έδειξε
δηλαδή ότι υπάρχει σχέση που ορίζει ακριβώς την εκθετική αυξητικότητα της J. Robinson και
μάλιστα η σχέση είναι

t(a, b) | b = Fib2au.

Χρησιμοποίησε μια ιδιότητα των αριθμών Fibonacci που αυτός απέδειξε:

Fib2n |Fibm Ñ Fibn|m.
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Υπολογισιμότητα Διοφαντικά σύνολα

J. Robinson, H. Putnam, Y. Matiyasevich V

Παρατίθενται πιο ισχυρές παραλλαγές του θεωρήματος DMPR.

Θεώρημα
Υπάρχει Διοφαντική εξίσση W με μία παράμετρο a: W(a, x) = 0 έτσι ώστε το
ta | Dx P Nm : W(a, x) = 0u είναι μη επιύσιμο.

Θεώρημα
Εκτός από την παραπάν W υπάρχει αόριθμος που ια κάθε αόριθμο f μας βρίσκει ένα af έτσι
ώστε ο f να μην αποφασίζει σστά αν η W(af, x) έχει ρίζα.
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Υπολογισιμότητα Διοφαντικά σύνολα

Γενικεύσεις I

Παρατήρηση
Αν το 10ο πρόβλημα του Hilbert είχε θετική επίλυση για ακέραιους τότε θα είχε και για ρητούς.
Τώρα όμως παραμένει ανοικτό το πρόβλημα για ρητούς.

Το θεώρημα DMPR έδωσε “αρνητική” λύση στο διάσημο 10ο Πρόβλημα του Hilbert, είναι η πιο
σημαντική εφαρμογή της Λογικής στα κλασικά μαθηματικά, και ώθησε τη δημιουργία μιας
καινούριας ερευνητικής περιοχής: HTP, από το αγγλικό Hilbert’s Tenth Problem.
Τα βασικά προβλήματα της ΗΤΡ είναι η αποκρισιμότητα των θεωριών για δομές που
προκύπτουν με φυσικό τρόπο στην Άλγεβρα, τη Θεωρία Αριθμών και την Αλγεβρική Γεωμετρία.
Χαρακτηριστικό της ΗΤΡ είναι ότι οι αποδείξεις δεν είναι απλές, και τείνουν να χρησιμοποιούν
αποτελέσματα και μεθόδους από κλασικά μαθηματικά, έξω από τη Λογική. Και όμως, τα
αποτελέσματα Θεωρίας Αριθμών που απαιτούνται για την απόδειξη του DMPR είναι σχετικά
απλά —κλασικές ιδιότητες της εξίσωσης Pell.
Από την άλλη μεριά, το ανάλογο ερώτημα για τη δομή των ρητών αριθμών έχει αντισταθεί
στις προσπάθειες πολλών διακεκριμένων μαθηματικών (από πολλούς, συναφείς κλάδους) και
παραμένει το βασικό ανοικτό πρόβλημα αυτής της περιοχής:
Υπάρχει αόριθμος που να αποφασίζει αν το τυχαίο πουώνυμο με ρητούς συντεεστές
έχει ρητές ύσεις;
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Υπολογισιμότητα Διοφαντικά σύνολα

Γενικεύσεις II

Έτσι η περιοχή ΗΤΡ είναι ευλογημένη από ένα κλασικό θεώρημα (το DMPR), και ένα κεντρικό
και (κατά γενική ομολογία) πολύ δύσκολο ανοικτό πρόβλημα και χαρακτηρίζεται από το
γεγονός ότι είναι κάπου ανάμεσα στη Λογική, τη Θεωρία Αριθμών και την Αλγεβρική
Γεωμετρία.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες

Περιεχόμενα

1 Υπολογισιμότητα

2 Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες

Παραλλαγές, επεκτάσεις και εφαρμογές FA/REGEXP

Ιδιότητες κανονικών συνόλων

Αλγεβρική περιγραφή κανονικών συνόλων. Ελαχιστοποίηση DFA

Τυπικές Γραμματικές

Απλοποίηση c.f. γραμματικών

Αυτόματα στοίβας (pushdown automata)

Ιδιότητες c.f. γλωσσών

Ιδιότητες r.e. γλωσσών. Αποκρισιμότητα

Η ιεραρχία Chomsky

3 Υπολογιστική ΠολυπλοκότηταΔιδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 190 / 422



11 

Αυτόματα και τυπικές γλώσσες 

 Τυπικές γλώσσες: χρησιμοποιούνται για την κωδικοποίηση 

υπολογιστικών προβλημάτων αλλά και τον ορισμό 

γλωσσών προγραμματισμού. 

Π.χ. L = {x  {0,1}* | x  δυαδική γραφή πρώτου αριθμού} 

 Αυτόματα: χρησιμεύουν για την αναγνώριση τυπικών 

γλωσσών και για την κατάταξη της δυσκολίας των 

αντίστοιχων προβλημάτων:  

 Κάθε αυτόματο αναγνωρίζει μια τυπική γλώσσα: το 

σύνολο των συμβολοσειρών που το οδηγούν σε 

κατάσταση αποδοχής. 
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Παράδειγμα: αναγνώριση περιττών  

 q0: τελευταίο ψηφίο διάφορο του 1 

 q1: τελευταίο ψηφίο ίσο με 1 

 η q0 λέγεται αρχική κατάσταση ενώ η q1 λέγεται 

κατάσταση αποδοχής (ή και τελική) 

 εκτέλεση με είσοδο 0110:  
(q0)0110  0(q0)110  01(q1)10  011(q1)0  0110(q0)   ΑΠΟΡΡΙΨΗ 

 εκτέλεση με είσοδο 101:  
(q0)101  1(q1)01  10(q0)1  101(q1)  ΑΠΟΔΟΧΗ 

1 

0 

0 1 q0 q1 
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Άλλα αυτόματα 

 Μηχανισμοί: χωρίς είσοδο – έξοδο: δ(qi) = qj 

εκτέλεση: q0  -> qj -> qk -> qm  . . . 

 Αυτόματα στοίβας (PDA, pushdown automata): έχουν 

πολύ περισσότερες δυνατότητες καθώς μπορούν να 

χρησιμοποιήσουν μνήμη (σε μορφή στοίβας). 

 Μηχανές Turing (TM): έχουν ακόμη περισσότερες 

δυνατότητες καθώς έχουν απεριόριστη μνήμη (σε μορφή 

ταινίας, με δυνατότητα επιστροφής).  

 Γραμμικά περιορισμένα αυτόματα (LBA): είναι ΤΜ με 

μνήμη γραμμικά περιορισμένη (ως προς το μήκος της 

εισόδου). 
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Άλλες τυπικές γλώσσες 
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Παράδειγμα: DFA για L1 

εκτέλεση με είσοδο abba :  

(q0)abba  a(q1)bba  ab(q1)ba  abb(q1)a  abba(q1) 

               ΑΠΟΔΟΧΗ 
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Τυπικός ορισμός DFA 

 Q : το σύνολο των καταστάσεων του Μ (πεπερασμένο),  

 π.χ. Q = {q0, q1, q2} 

 Σ : πεπερασμένο αλφάβητο εισόδου (Σ  Q = ),  

 π.χ. Σ = {a,b} 

 δ : Q x Σ  Q : συνάρτηση μετάβασης, π.χ. δ(q0,a) = q1 

 q0  Q : αρχική κατάσταση 

 F  Q: σύνολο τελικών καταστάσεων (αποδοχής),  

 π.χ. F = {q1} 

 Ντετερμινιστικό πεπερασμένο αυτόματο 

(Deterministic Finite Automaton, DFA):   

πεντάδα Μ =  (Q,Σ,δ,q0,F) 
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Γλώσσα με DFA και γλώσσα χωρίς DFA 

Αποδεικνύεται ότι δεν υπάρχει DFA που να αναγνωρίζει την  L3 ! 

(χρειάζεται μνήμη με μέγεθος που εξαρτάται από την είσοδο) 
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 Επέκταση συνάρτησης δ: Q x Σ*  Q 

Η επεκτεταμένη δ δέχεται ως ορίσματα μια κατάσταση q 

και μια συμβολοσειρά u και δίνει την κατάσταση όπου θα 

βρεθεί το αυτόματο αν ξεκινήσει από την q και διαβάσει 

την u. 

 Ορισμός επεκτεταμένης δ (σχήμα πρωταρχικής 

αναδρομής): 

 

 

 

όπου w είναι συμβολοσειρά οποιουδήποτε μήκους, ενώ α 

απλό σύμβολο του αλφαβήτου 

Αποδοχή DFA: τυπικοί ορισμοί 
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Αποδοχή DFA: τυπικοί ορισμοί 

 Ένα DFA αποδέχεται μία συμβολοσειρά u ανν 

δ(q0,u)  F 

 Ένα DFA M αποδέχεται τη γλώσσα  

   L(M) = {w | δ(q0,w)  F} 

 Οι γλώσσες που γίνονται αποδεκτές από DFA 

λέγονται κανονικές 
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Μη ντετερμινιστικά αυτόματα 

 Ντετερμινιστικά αυτόματα: για κάθε συνδυασμό 

κατάστασης / συμβόλου εισόδου υπάρχει 

μοναδική επόμενη κατάσταση 

 Μη-ντετερμινιστικά αυτόματα:  

 για κάθε συνδυασμό κατάστασης / συμβόλου 

εισόδου υπάρχει επιλογή από σύνολο 

δυνατών επόμενων κατάστασεων 

 αποδοχή αν κάποια σειρά επιλογών οδηγεί σε 

αποδοχή 
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Μη ντετερμινιστικά 

πεπερασμένα αυτόματα 

 NFA (Non-deterministic Finite Automaton): για 

κάθε κατάσταση και σύμβολο εισόδου επιλέγεται 

μία από ένα σύνολο δυνατών επόμενων 

κατάστασεων. 

 NFAε  (NFA με ε-κινήσεις): μπορεί να αλλάζει 

κατάσταση χωρίς ανάγνωση επόμενου 

συμβόλου. 
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Παράδειγμα NFA 

Στη συνάρτηση μετάβασης, 

κενό σύνολο σημαίνει ότι η 

τρέχουσα εκτέλεση 

απορρίπτει  

(προσοχή: μπορεί κάποια 

άλλη να αποδέχεται). 
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Παράδειγμα NFA 

Δένδρο υπολογισμού  

για είσοδο ααbαα 

ΑΠΟΔΟΧΗ 
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Τυπικός ορισμός NFA 

πεντάδα Μ =  (Q,Σ,δ,q0,F) 

 Q : το σύνολο των καταστάσεων του Μ (πεπερασμένο) 

 Σ : πεπερασμένο αλφάβητο εισόδου (Σ  Q = ) 

 δ : Q x Σ  Pow(Q) : συνάρτηση μετάβασης,  

 π.χ. δ(qi, a) = { qj , qk , qm } 

 q0  Q : αρχική κατάσταση 

 F  Q: σύνολο τελικών καταστάσεων (αποδοχής)  

Υπενθύμιση: στη συνάρτηση μετάβασης, κενό σύνολο 

σημαίνει ότι η συγκεκριμένη εκτέλεση απορρίπτει 

(προσοχή: μπορεί κάποια άλλη να αποδέχεται). 
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Αποδοχή NFA: τυπικοί ορισμοί 

 Ένα ΝFA αποδέχεται συμβολοσειρά w αν δ(q0,w)  F ≠  

 Ένα NFA M αποδέχεται τη γλώσσα 

   L(M) = {w | δ(q0,w)  F ≠ } 

 Σημείωση: η συνάρτηση δ είναι επεκτεταμένη ώστε να 

δέχεται σαν ορίσματα μια κατάσταση q και μια 

συμβολοσειρά w και να δίνει το σύνολο των καταστάσεων 

όπου μπορεί να βρεθεί το αυτόματο αν ξεκινήσει από την q 

και διαβάσει την w 

 Παράδειγμα: δ(q0, aa) = {q0 ,q1 ,q2} , δ(q0, ba) = {q0 ,q1} 
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Ισοδυναμία NFA και DFA 

 Θεώρημα Rabin-Scott:  για κάθε NFA υπάρχει 

ένα DFA που αποδέχεται την ίδια γλώσσα. 

 Επομένως τα DFA και τα NFA αναγνωρίζουν 

ακριβώς την ίδια κλάση γλωσσών: τις 

κανονικές γλώσσες (regular languages). 

 Οι κανονικές γλώσσες αντιστοιχούν σε 

κανονικές παραστάσεις (regular expressions): 

 π.χ.  (a+b)*bbab(a+b)* 
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NFA  DFA      (i) 

NFA για τη γλώσσα L4 ("2 συνεχόμενα a") 

Κατασκευάζουμε το δυναμοσύνολο των 

καταστάσεων. Αρχική κατάσταση: {q0}.  

Τελικές: όσες περιέχουν τελική. 

Υπόδειξη: εξετάζουμε μόνο 

προσβάσιμα από {q0} σύνολα καταστάσεων. 
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DFA για τη γλώσσα L4 

NFA για τη γλώσσα L4 

NFA  DFA      (ii) 

Υπόδειξη: εξετάζουμε 

μόνο προσβάσιμα 

από {q0} σύνολα 

καταστάσεων. 

√ 
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NFA για τη γλώσσα L4 

DFA για τη γλώσσα L4 

NFA  DFA      (iii) 

√ 

√ Υπόδειξη: εξετάζουμε 

μόνο προσβάσιμα 

από {q0} σύνολα 

καταστάσεων. 
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NFA για τη γλώσσα L4 

DFA για τη γλώσσα L4 

NFA  DFA      (iv) 

√ 

√ 

√ 

Υπόδειξη: εξετάζουμε 

μόνο προσβάσιμα 

από {q0} σύνολα 

καταστάσεων. 
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NFA για τη γλώσσα L4 

DFA για τη γλώσσα L4 

NFA  DFA      (v) 

√ 

√ 

√ 

√ 

Υπόδειξη: εξετάζουμε 

μόνο προσβάσιμα 

από {q0} σύνολα 

καταστάσεων. 
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NFA για τη γλώσσα L4 

DFA για τη γλώσσα L4 

NFA  DFA      (vi) 

√ 

√ 

√ 

√ 
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√ 

√ 

√ 

√ 

DFA για τη γλώσσα L4 

NFA για τη γλώσσα L4 

NFA  DFA      (vii) 

Οι μη προσβάσιμες 

καταστάσεις δεν 

παίζουν ρόλο! 
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Έστω το NFA Μ =  (Q,Σ,q0,F,δ).  

Ένα ισοδύναμο DFA M'= (Q',Σ,q'
0,F',δ'), ορίζεται ως εξής: 

 Q' = Pow(Q),  δηλαδή οι καταστάσεις του Μ’ είναι όλα τα 

υποσύνολα καταστάσεων του Μ. 

 q'
0 = {q0},  

 F' = {R  Q' | R  F ≠ }, δηλαδή μια κατάσταση του Μ' 

είναι τελική αν περιέχει μια τελική κατάσταση του Μ. 

 δ'(R, a) = {q  Q | q  δ(r, a) για r  R}, είναι δηλαδή το 

σύνολο των καταστάσεων όπου μπορεί να βρεθεί το Μ 

ξεκινώντας από οποιαδήποτε κατάσταση του συνόλου R 

και διαβάζοντας το σύμβολο a (a-κίνηση). 

NFA  DFA: η μέθοδος τυπικά 
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Αυτόματα με ε-κινήσεις: NFAε 

 Επιτρέπουν μεταβάσεις χωρίς να διαβάζεται σύμβολο 

(ισοδύναμα: με είσοδο το κενό string ε).  

 Αποδέχονται τις συμβολοσειρές που μπορούν να 

οδηγήσουν σε τελική κατάσταση, χρησιμοποιώντας 

ενδεχομένως και ε-κινήσεις. 

Παράδειγμα: 
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Iσοδυναμία NFAε με DFA: 

παράδειγμα 
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NFAε  DFA: η μέθοδος τυπικά 

Έστω το NFAε Μ =  (Q,Σ,q0,F,δ).  

Ένα ισοδύναμο DFA M'= (Q',Σ,q'
0,F',δ'), ορίζεται ως εξής: 

 Q' = Pow(Q),  δηλαδή οι καταστάσεις του Μ’ είναι όλα τα 

υποσύνολα καταστάσεων του Μ. 

 q'
0 = ε-κλείσιμο(q0) (ε-κλείσιμο(qi)= {p | p προσβάσιμη 

κατάσταση από την qi μόνο με ε-κινήσεις}) 

 F' = {R  Q' | R  F ≠ }, δηλαδή μια κατάσταση του Μ’ 

είναι τελική αν περιέχει μια τελική κατάσταση του Μ. 

 δ'(R,a) = {q  Q | q  ε-κλείσιμο(δ(r, a)) για r  R}, 
δηλαδή δ'(R, a) είναι το σύνολο των καταστάσεων όπου μπορεί να 

βρεθεί το Μ ξεκινώντας από οποιαδήποτε κατάσταση του R , 

κάνοντας μία a-κίνηση και χρησιμοποιώντας στη συνέχεια 

οσεσδήποτε ε-κινήσεις. 
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NFAε  DFA: παράδειγμα 

ε-κλείσιμο της q1={q1,q2,q5} 

ε-κλείσιμο της q2={q2} 

ε-κλείσιμο της q3={q4} 

ε-κλείσιμο της q4={q2,q4} 

ε-κλείσιμο της q5={q5} 

ε-κλείσιμο της q6={q5,q6} 

 

Αρχική κατάσταση  

{q1,q2,q5} 

Τελικές οι μπλέ 
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NFAε  DFA: εναλλακτική μέθοδος 

(σε NFA πρώτα) 

Έστω το NFAε  Μ = (Q,Σ,q0,F,δ).  

 Κατασκευάζουμε πρώτα ισοδύναμο NFA  M'= (Q,Σ,q0,F',δ') 

ως εξής: 

 F' = F U {q0} αν ε-κλείσιμο(q0) περιέχει τελική,  

F' = F αλλιώς. 

 δ'(q, a) = ε-κλείσιμο(δ(ε-κλείσιμο(q), a)),    (δ επεκτ/νη) 

δηλαδή δ'(q, a) είναι το σύνολο των καταστάσεων όπου 

μπορεί να βρεθεί το Μ ξεκινώντας από την κατάσταση q, 

χρησιμοποιώντας οσεσδήποτε ε-κινήσεις, μία a-κίνηση, και 

χρησιμοποιώντας ξανά οσεσδήποτε ε-κινήσεις. 

 Από το M' κατασκευάζουμε ισοδύναμο DFA. 
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NFAε  DFA: εναλλακτική μέθοδος 

(σε NFA πρώτα, ταχύτερα) 

Έστω το NFAε  Μ =  (Q,Σ,q0,F,δ).  

 Κατασκευάζουμε πρώτα ισοδύναμο NFA  M'= (Q,Σ,q0,F',δ') 

ως εξής: 

 F' : είναι το F μαζί με κάθε κατάσταση q για την οποία  

το ε-κλείσιμο(q) περιέχει κάποια τελική. 

 δ'(q, a) = δ(ε-κλείσιμο(q), a),      (δ επεκτ/νη) 

δηλαδή δ'(q, a) είναι το σύνολο των καταστάσεων όπου 

μπορεί να βρεθεί το Μ ξεκινώντας από την κατάσταση q, 

χρησιμοποιώντας οσεσδήποτε ε-κινήσεις πρώτα, και μετά 

μία a-κίνηση (δηλ. χωρίς ε-κινήσεις μετά το a). 

 Από το M' κατασκευάζουμε ισοδύναμο DFA. 
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L4 = { w є {a,b}* | w  περιέχει 2 συνεχόμενα a }: 

Αρχικό DFA 

Ελάχιστο DFA 

Ελαχιστοποίηση DFA: παράδειγμα 
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Ελαχιστοποίηση DFA (i) 

Δύο καταστάσεις DFA λέγονται μη ισοδύναμες, 
δηλαδή διακρίσιμες, αν υπάρχει συμβολοσειρά 
που να οδηγεί την μία από αυτές σε τελική 
κατάσταση, ενώ την άλλη όχι. 

 

0, 1 

q0 q1 

qi 

qm 

0 

0,1 1 
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Ελαχιστοποίηση DFA (ii) 

Δύο καταστάσεις μπορούν να συγχωνευτούν σε 
μία (είναι ισοδύναμες) αν: 

οδηγούν με ίδιες συμβολοσειρές σε ίδιο 
αποτέλεσμα 

 

1 

0, 1 

q0 q1 

qi 

qm 

0 

0 

1 
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Ελαχιστοποίηση DFA (iii) 

Συγχώνευση qi, qm 

Αρχικό DFA 

1 

0, 1 

q0 q1 

qi 

qm 

0 

0 

1 

1 
0, 1 

q0 
q1 

qim 
0 
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Ελαχιστοποίηση DFA: 2ο παράδειγμα 

Αρχικό DFA 

Ελάχιστο DFA 
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Ελαχιστοποίηση DFA: 3ο παράδειγμα 

Αρχικό DFA 

Ελάχιστο DFA 
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Μέθοδος ελαχιστοποίησης DFA 

 Δύο καταστάσεις λέγονται k-διακρίσιμες αν με κάποια 

συμβολοσειρά μήκους ακριβώς k οδηγούν σε διαφορετικό 

αποτέλεσμα (και δεν είναι i-διακρίσιμες για κανένα i<k). 

Έτσι, δύο καταστάσεις είναι: 

 0-διακρίσιμες ανν η μία είναι τελική ενώ η άλλη όχι. 

 (i+1)-διακρίσιμες ανν με κάποιο σύμβολο οδηγούν 

σε i-διακρίσιμες καταστάσεις. 

 Δύο καταστάσεις λέγονται ισοδύναμες αν δεν είναι k-

διακρίσιμες για οποιοδήποτε k. 
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Μέθοδος ελαχιστοποίησης DFA 

 Ιδέα μεθόδου: για κάθε i = 0, 1, 2, ... εντοπίζουμε τα  

i-διακρίσιμα ζεύγη καταστάσεων έως ότου να μην 

προκύπτουν άλλα. Τα υπόλοιπα ζεύγη είναι ισοδύναμα. 

 Γιατί δουλεύει:  

 δεν υπάρχουν (i+1)-διακρίσιμες καταστάσεις αν δεν 

υπάρχουν i-διακρίσιμες καταστάσεις 
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 Αρχικά γράφουμε X0 σε όλα τα ζεύγη κατ/σεων που είναι  
0-διακρίσιμες γιατί η μία είναι τελική και η άλλη όχι. 

 Σε κάθε "γύρο" i+1, εξετάζουμε όλα τα μη σημειωμένα 
ζεύγη και γράφουμε Χi+1 σε ένα ζεύγος αν από τις δύο 
καταστάσεις του με ένα σύμβολο το DFA πηγαίνει σε i -
διακρίσιμες καταστάσεις (ήδη σημ/νες με Χi ). 

 Επαναλαμβάνουμε μέχρι που σε κάποιο γύρο k να μην 
υπάρχει ζεύγος που να σημειωθεί με Χk .  

 Τα μη σημειωμένα ζεύγη αντιστοιχούν σε ισοδύναμες 
καταστάσεις (που επομένως συγχωνεύονται). 

Η μέθοδος συστηματικά 
Κατασκευάζουμε τριγωνικό πίνακα για να συγκρίνουμε κάθε 
ζεύγος καταστάσεων. Γράφουμε Xk στην αντίστοιχη θέση του 
πίνακα την πρώτη φορά που διαπιστώνουμε ότι δύο 
καταστάσεις είναι k-διακρίσιμες, ως εξής: 
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Παράδειγμα εφαρμογής της μεθόδου 

Γύρος 0: 

 

εννέα ζεύγη 

0-διακρίσιμων 

καταστάσεων 
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Παράδειγμα εφαρμογής της μεθόδου 

Γύρος 1: 

 

δύο ζεύγη 

1-διακρίσιμων 

καταστάσεων 
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Παράδειγμα εφαρμογής της μεθόδου 

Γύρος 2: 

 

κανένα ζεύγος 

2-διακρίσιμων 

καταστάσεων 
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Παράδειγμα εφαρμογής της μεθόδου 
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Γλώσσες, αυτόματα, γραμματικές 

 Τυπικές γλώσσες: χρησιμοποιούνται για την περιγραφή 

υπολογιστικών προβλημάτων αλλά και γλωσσών 

προγραμματισμού. 

 Αυτόματα: χρησιμεύουν για την αναγνώριση τυπικών 

γλωσσών και για την κατάταξη της δυσκολίας των 

αντίστοιχων προβλημάτων.  

 Tυπικές γραμματικές: άλλος τρόπος περιγραφής 

τυπικών γλωσσών. Κάθε τυπική γραμματική παράγει μια 

τυπική γλώσσα. 
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Θεωρία γλωσσών και γραμματικών 

Εφαρμογές σε: 

 Ψηφιακή Σχεδίαση,  

 Γλώσσες Προγραμματισμού, 

 Μεταγλωττιστές,  

 Τεχνητή Νοημοσύνη,  

 Θεωρία Πολυπλοκότητας 

Ιστορικά σημαντικοί ερευνητές: 

 Chomsky, Backus, Rabin, Scott, Kleene, Greibach, κ.α. 
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Τυπικές γλώσσες 

 Πρωταρχικές έννοιες: σύμβολα, παράθεση. 

 Αλφάβητο: πεπερασμένο σύνολο συμβόλων. Π.χ. {0,1}, 

{x,y,z}, {a,b}. 

 Λέξη (ή συμβολοσειρά, ή πρόταση) ενός αλφαβήτου: 

πεπερασμένου μήκους ακολουθία συμβόλων του 

αλφαβήτου. Π.χ. 011001, abbbab. 

 |w| : μήκος λέξης w. 

 ε : κενή λέξη, |ε| = 0. 

 Άλλες έννοιες: πρόθεμα (prefix), κατάληξη (suffix), 

υποσυμβολοσειρά (substring), αντίστροφη (reversal), 

παλινδρομική ή καρκινική (palindrome). 
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Τυπικές γλώσσες (συν.) 

 vw = παράθεση λέξεων v και w. 

 Ισχύει: εx = xε = x, για κάθε συμβολοσειρά x. 

 ορισμός xn με πρωταρχική αναδρομή: 

 

 

 

 Σ*: το σύνολο όλων των λέξεων του αλφαβήτου Σ. 

 Γλώσσα από το αλφάβητο Σ: κάθε σύνολο 

συμβολοσειρών L  Σ*. 
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Τυπικές γραμματικές 

 Συστηματικός τρόπος μετασχηματισμού συμβολοσειρών 
μέσω κανόνων παραγωγής. 

 Αλφάβητο: τερματικά και μη τερματικά σύμβολα και ένα 
αρχικό σύμβολο (μη τερματικό). 

 Πεπερασμένο σύνολο κανόνων της μορφής α  β: 
ορίζουν δυνατότητα αντικατάστασης της συμβολοσειράς 
α με την συμβολοσειρά β. 

 Κάθε τυπική γραμματική παράγει μια τυπική γλώσσα: το 
σύνολο των συμβολοσειρών (με τερματικά σύμβολα 
μόνο) που παράγονται από το αρχικό σύμβολο. 

 Λέγονται και συστήματα μεταγραφής (rewriting systems) 
αλλά και γραμματικές δομής φράσεων (phrase structure 
grammars). 

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.



59 

Παράδειγμα γραμματικής για την 

γλώσσα των περιττών αριθμών 

S  A 1 

A  A 0 

A  A 1 

A  ε 

S: το αρχικό σύμβολο 

A: μη τερματικό σύμβολο 

0,1: τερματικά σύμβολα  

ε: η κενή συμβολοσειρά 

 Τα S και A αντικαθίστανται με βάση τους κανόνες. 

 Κάθε περιττός προκύπτει από το S με κάποια 

σειρά έγκυρων αντικαταστάσεων. 

 Κανονική παράσταση: (0+1)*1 
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Τυπικές γραμματικές: ορισμοί (i) 

Μια τυπική γραμματική G αποτελείται από: 

 ένα αλφάβητο V από μη τερματικά σύμβολα 

(μεταβλητές), 

 ένα αλφάβητο T από τερματικά σύμβολα (σταθερές), 

τ.ώ. V  T = , 

 ένα πεπερασμένο σύνολο P από κανόνες 

παραγωγής, δηλαδή διατεταγμένα ζεύγη (α,β),    

όπου α,β  (V  T)* και α ≠ ε 

(σύμβαση: γράφουμε α  β αντί για (α,β)), 

 ένα αρχικό σύμβολο (ή αξίωμα) S  V. 
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Τυπικές γραμματικές: ορισμοί (ii) 

Σύμβαση για τη χρήση γραμμάτων: 

 a, b, c, d, ...  T : πεζά λατινικά, τα αρχικά του 

αλφαβήτου, συμβολίζουν τερματικά 

 A, B, C, D, ...  V : κεφαλαία λατινικά συμβολίζουν μη 

τερματικά 

 u, v, w, x, y, z ...  T* : πεζά λατινικά, τα τελευταία του 

αλφαβήτου, συμβολίζουν συμβολοσειρές τερματικών 

 α, β, γ, δ, ...  (V  T)* : ελληνικά συμβολίζουν 

οποιεσδήποτε συμβολοσειρές (τερματικών και μη) 
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Τυπικές γραμματικές: ορισμοί (iii) 

Ορισμοί για τις παραγωγές: 

 Λέμε ότι γ1αγ2 παράγει γ1βγ2 ,και συμβολίζουμε με 

γ1αγ2  γ1βγ2 , αν ο α  β είναι κανόνας παραγωγής 

(δηλαδή (α,β)  P). 

 Συμβολίζουμε με         το ανακλαστικό, μεταβατικό 

κλείσιμο του  , δηλαδή, α     β («το α παράγει το β») 

σημαίνει ότι υπάρχει μια ακολουθία:  

α  α1  α2  ... αk  β.  

 Γλώσσα που παράγεται από τη γραμματική G:  

    L(G):= {w  T* | S        w } 

 γραμματικές G1, G2 ισοδύναμες αν L(G1) = L(G2). 
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Παράδειγμα τυπικής γραμματικής 

S  ε | αSb: σύντμηση των S  ε και S  αSb 

Μία δυνατή ακολουθία παραγωγής: 

Γλώσσα που παράγεται: 
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Ιεραρχία Γραμματικών Chomsky 
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Ιεραρχία Chomsky:  

μια εκπληκτική σύμπτωση (;) 

 τύπου 0  ↔ ΤΜ (μηχανές Turing) 

 τύπου 1  ↔ LBA (γραμμικά περιορισμένα αυτόματα) 

 τύπου 2  ↔ PDA (pushdown automata) 

 τύπου 3  ↔ DFA (και NFA) 
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Κανονικές Γραμματικές 

 Οι κανονικές γραμματικές είναι γραμματικές όπου όλοι 

οι κανόνες είναι της μορφής: 

 Δεξιογραμμικοί (right linear) 

   A  wB  ή  A  w 

 Αριστερογραμμικοί (left linear) 

   A  Bw  ή  A  w 

(όπου w είναι μια ακολουθία από τερματικά σύμβολα της γλώσσας) 

 Θεώρημα: οι κανονικές γλώσσες ταυτίζονται με τις 

γλώσσες που παράγονται από κανονικές γραμματικές. 
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Ισοδυναμία κανονικών γραμματικών 

και DFA 

 Χρησιμοποιούμε τη δεξιογραμμική μορφή: 

 

 A  wB    αντιστοιχεί με   

 

 A  w       αντιστοιχεί με 

 

 S  αντιστοιχεί με  q0 

w 
Α Β 

w 
Α 
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Μία ακόμη ισοδυναμία! 

 Θεώρημα: οι κανονικές γλώσσες ταυτίζονται με τις 

γλώσσες που περιγράφονται από κανονικές 

παραστάσεις. 
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Κανονικές παραστάσεις 

(regular expressions) 
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Ορισμός κανονικών παραστάσεων 

Κανονικές παραστάσεις: παριστάνουν γλώσσες που 

προκύπτουν από απλά σύμβολα ενός αλφαβήτου με τις 

πράξεις παράθεση, ένωση, και άστρο του Kleene. 

  : παριστάνει κενή γλώσσα 

 ε : παριστάνει {ε}  

 α : παριστάνει {α}, α  Σ 

 (r+s) : παριστάνει R U S, R = L(r), S = L(s) 

 (rs) : παριστάνει RS, R = L(r), S = L(s) 

 (r*) : παριστάνει R*, R = L(r) 

όπου L(t) η γλώσσα που παριστάνεται από καν. παρ. t 
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Παραδείγματα κανονικών 

παραστάσεων 

Προτεραιότητα τελεστών:  

 άστρο Kleene 

 παράθεση  

 ένωση 

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.



72 

Ισοδυναμία κανονικών 

παραστάσεων και αυτομάτων 

Θεώρημα. Μια γλώσσα L μπορεί να παρασταθεί με κανονική 

παράσταση ανν είναι κανονική (δηλαδή L=L(M) για κάποιο 

πεπερασμένο αυτόματο M). 

 

Ιδέα απόδειξης: 

‘=>’ :   Επαγωγή στη δομή της κανονικής παράστασης r : 
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2. Επαγωγικό βήμα. Έστω ότι για r1, r2 έχουμε αυτόματα 

Μ1, Μ2, με τελικές καταστάσεις f1, f2: 
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‘<=’ :   Κατασκευή κανονικής παράστασης από FA (GNFA). 

Απαλείφουμε ενδιάμεσες καταστάσεις σύμφωνα με το σχήμα: 

Ισοδυναμία κανονικών παραστάσεων 

και αυτομάτων (συν.) 
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Παράδειγμα κατασκευής 

κανονικής παράστασης από FA 

Αρχικό DFA 

Μετά από διαγραφή q2 
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Παράδειγμα κατασκευής 

κανονικής παράστασης από FA 

Διαγραφή q3 
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Παράδειγμα κατασκευής 

κανονικής παράστασης από FA 

Διαγραφή q0 
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Παράδειγμα κατασκευής 

κανονικής παράστασης από FA 

Τελική παράσταση 
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Ποιες γλώσσες είναι κανονικές; 

 Όλες οι πεπερασμένες. 

 Όσες σχηματίζονται από κανονικές με τις πράξεις: 

παράθεση, ένωση, άστρο Kleene,  

 αλλά και συμπλήρωμα, τομή, αναστροφή (άσκηση), κ.ά. 

 Γινόμενο αυτομάτων (product of automata): τρόπος 

κατασκευής DFA για τομή (αλλά και ένωση) κανονικών 

γλωσσών. 
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Γινόμενο αυτομάτων DFA 

 Έστω δύο DFA Μ1, Μ2 με n, m καταστάσεις αντίστοιχα  
(Q1={q0, ..., qn-1}, Q2={p0, ..., pm-1}) και κοινό αλφάβητο, που 
αναγνωρίζουν γλώσσες L1, L2 αντίστοιχα. 

 Το γινόμενο των Μ1, Μ2 είναι ένα DFA με m.n καταστάσεις, μία για 
κάθε ζεύγος καταστάσεων του αρχικού αυτομάτου (σύνολο 
καταστάσεων Q = Q1 x Q2), το ίδιο αλφάβητο και αρχική κατάσταση 
(q0,p0). 

 Συνάρτηση μετάβασης: δ’((qi,pk),σ)=(qi’, pk’)  δ(qi,σ)=qi’  δ(pk,σ)=pk’ 

 Τελικές καταστάσεις: ανάλογα με την πράξη μεταξύ L1, L2 που 
θέλουμε. Για τομή θέτουμε ως τελικές ζεύγη όπου και οι δύο τελικές 
στα Μ1, Μ2, για ένωση ζεύγη που περιέχουν μία τουλάχιστον τελική.  

 Παρατήρηση: εύκολη υλοποίηση και άλλων πράξεων μεταξύ L1, L2 
(διαφορά, συμμετρική διαφορά) με κατάλληλο ορισμό των τελικών 
καταστάσεων.  
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Γινόμενο αυτομάτων NFA 

 Ορίζεται με παρόμοιο τρόπο. 

 Χρειάζεται προσοχή στις ε-κινήσεις και στο συνδυασμό 
μεταβάσεων σε junk states με κανονικές μεταβάσεις. 
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Είναι όλες οι γλώσσες κανονικές; 

 Η απάντηση είναι «όχι» 

 

 Για να το αποδείξουμε χρησιμοποιούμε ένα σημαντικό 

θεώρημα που λέγεται Pumping Lemma (Λήμμα Άντλησης) 

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.



83 

 Αν μια γλώσσα L είναι κανονική τότε την αποδέχεται ένα 

DFA με πεπερασμένο αριθμό καταστάσεων, έστω n. 

 Έστω λέξη z με |z|>=n που ανήκει στη γλώσσα, άρα γίνεται 

αποδεκτή από το αυτόματο. 

 Καθώς επεξεργαζόμαστε το z, το αυτόματο πρέπει να 

περάσει ξανά από κάποια κατάσταση (αρχή περιστερώνα): 

 

 

 

 

 

 Αφού z = uvw  L θα πρέπει και uviw  L , για κάθε i  N 

Pumping Lemma (διαίσθηση) 
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Έστω κανονική γλώσσα L. Τότε: 

 υπάρχει ένας φυσικός n (= πλήθος καταστάσεων του 

DFA) ώστε: 

 για κάθε z  L με μήκος |z| ≥ n 

 υπάρχει «σπάσιμο» του z σε u, v, w, δηλαδή  

z = uvw, με |uv| ≤ n και |v| > 0 

 ώστε για κάθε i = 0, 1, 2, ... : 

uviw  L  

Pumping Lemma (με λόγια) 
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Απόδειξη ότι μια γλώσσα  

δεν είναι κανονική 

Χρήση του Pumping Lemma για να δείξουμε ότι μια (μη 

πεπερασμένη) γλώσσα L δεν είναι κανονική: 

Έστω η L κανονική. Τότε: 

– το PL λέει ότι υπάρχει n. Εμείς για κάθε n 

– επιλέγουμε κατάλληλο z  L με μήκος |z| ≥ n 

– το PL λέει ότι υπάρχει «σπάσιμο» z = uvw, με |uv| ≤ n 

και |v| > 0. Εμείς για κάθε «σπάσιμο» z = uvw, με |uv| 

≤ n και |v| > 0 

– επιλέγουμε i ώστε η λέξη uviw να μην είναι στη 

γλώσσα L           ΑΤΟΠΟ 

   (adversary argument) 
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 Θεώρημα. Η γλώσσα L = {z | z έχει το ίδιο πλήθος 0 και 1}  

δεν είναι κανονική. 

 Απόδειξη:  Έστω L κανονική. Τότε: 

 το PL λέει ότι υπάρχει n. Εμείς για κάθε n 

 επιλέγουμε z = 0n1n  L με μήκος |z| = 2n > n  

    z = 000000000…0111111111…1 

 

 το PL λέει ότι υπάρχει «σπάσιμο» z = uvw, με |uv| ≤ n 

και |v| > 0. Εμείς για κάθε «σπάσιμο» z = uvw, με |uv| ≤ 

n και |v| > 0 

n 

Παράδειγμα χρήσης Pumping 

Lemma (i) 

n 
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 παρατηρούμε ότι αναγκαστικά v = 0k για κάποιο k: 

 w = 0...00...00…0111111111…1 

 

 

 και επιλέγουμε i = 2, διαπιστώνοντας ότι uviw = uv2w 
δεν ανήκει στην L. 

ΑΤΟΠΟ 

 

 Επομένως η L δεν είναι κανονική. 

 

 

u v w 

Παράδειγμα χρήσης Pumping 

Lemma (ii) 
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Δεύτερο παράδειγμα χρήσης PL (i) 

Θεώρημα. Η γλώσσα L = {z | z=0i1j, i > j} δεν είναι κανονική. 

Απόδειξη: Έστω L κανονική. Τότε: 

 το PL λέει ότι υπάρχει n. Εμείς για κάθε n 

 επιλέγουμε z = 0n+11n  L με μήκος |z| = 2n+1 > n  

 z = 000000000…01111111…1 

 

 

 το PL λέει ότι υπάρχει «σπάσιμο» z = uvw, με |uv| ≤ n 

και |v| > 0. Εμείς για κάθε «σπάσιμο» z = uvw, με |uv| ≤ 

n και |v| > 0 

 

n+1 n 
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 παρατηρούμε ότι αναγκαστικά v = 0k για κάποιο k: 

z = 0...00...00…0111111111…1 

 

 

• όμως, η επανάληψη του v δίνει λέξεις της γλώσσας 

• από πρώτη άποψη αυτό φαίνεται προβληματικό… 

• όμως το λήμμα ορίζει ότι θα πρέπει για κάθε i  0: 

uviw  L  

 επιλέγουμε i = 0: η λέξη uv0w δεν είναι στην L.  

ΑΤΟΠΟ 

 Επομένως η L δεν είναι κανονική. 

u v w 

Δεύτερο παράδειγμα χρήσης PL (ii) 
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Προσοχή στη χρήση του PL 

 Το Pumping Lemma είναι αναγκαία αλλά όχι και ικανή 

συνθήκη για να είναι μια γλώσσα κανονική. 

 Υπάρχουν μη κανονικές γλώσσες που ικανοποιούν τις 

συνθήκες του! 

 Επομένως χρησιμεύει μόνο για απόδειξη μη 

κανονικότητας. 
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Γραμματικές για μη κανονικές 

γλώσσες 

 Χωρίς συμφραζόμενα (context free, CF): τύπου 2, 

αντιστοιχία με αυτόματα στοίβας (pushdown 

automata, PDA) 

 Με συμφραζόμενα (context sensitive, CS): τύπου 1, 

αντιστοιχία με γραμμικά περιορισμένα αυτόματα 

(linear bounded automata, LBA) 

 Γενικές (general): τύπου 0, αντιστοιχία με μηχανές 

Turing (Turing machines, TM) 
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Εφαρμογές σε: 

 συντακτικό γλωσσών προγραμματισμού (Pascal, 

C, C++, Java) 

 

 

 

 συντακτικό γλωσσών περιγραφής σελίδων web 

(HTML, XML), editors, ... 

Γραμματικές χωρίς συμφραζόμενα 

(Context Free) (i) 
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Γραμματικές χωρίς συμφραζόμενα 

(Context Free) (ii) 

Δυνατή ακολουθία παραγωγής: 

Γλώσσα που παράγεται: 

 Μορφή κανόνων: Α  α, Α μη τερματικό, α  (V  T)*  

 Παράδειγμα:  
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Γραμματικές χωρίς συμφραζόμενα 

(Context Free) (iii) 

 Δυνατές ακολουθίες παραγωγής: 

 S  3,  S  S+S  3+S  3+S*S  3+4*7 

 2ο παράδειγμα:  

   G2:  T = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,+,*}     V = {S } 

P :  S  S+S,     S  S*S,  

      S  0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 
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Γραμματικές χωρίς συμφραζόμενα 

(Context Free) (iv) 

Δυνατή ακολουθία παραγωγής: 

Γλώσσα που παράγεται (όχι προφανές): 

 3ο παράδειγμα:  

 

G3:          , και P περιέχει: 
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Φύλλωμα (leafstring): αααbbb και αbbα αντίστοιχα.   

 

Συντακτικά Δένδρα (parse trees) (i) 
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Συντακτικά Δένδρα (parse trees) (ii) 

 Κάθε κόμβος του δένδρου έχει επιγραφή, που είναι 

σύμβολο (τερματικό ή μη τερματικό ή ε). 

 Η επιγραφή της ρίζας είναι το S. 

 Αν ένας εσωτερικός κόμβος έχει επιγραφή A, τότε το Α 

είναι μη τερματικό σύμβολο. Αν τα παιδιά του, από 

αριστερά προς τα δεξιά, έχουν επιγραφές X1,X2,...,Xk  

τότε ο A  X1,X2,...,Xk είναι κανόνας παραγωγής. 

 Αν ένας κόμβος έχει επιγραφή ε, τότε είναι φύλλο και 

είναι το μοναδικό παιδί του γονέα του. 

Έστω G={V,T,P,S} μια γραμματική χωρίς συμφραζόμενα. 

Ένα δένδρο είναι συντακτικό δένδρο της G αν: 
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Συντακτικά Δένδρα (parse trees) (iii) 

Θεώρημα. Έστω G={V,T,P,S} μια γραμματική χωρίς 

συμφραζόμενα. Τότε S       w  αν και μόνο αν υπάρχει 

συντακτικό δένδρο της G με φύλλωμα w. 

 

Απόδειξη: 

‘<=’ : Με επαγωγή ως προς τον αριθμό των εσωτερικών 

κόμβων. 

‘=>’ : Με επαγωγή ως προς των αριθμό των βημάτων της 

ακολουθίας παραγωγών (άσκηση). 

* 
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Διφορούμενες γραμματικές 

Μια γραμματική G ονομάζεται διφορούμενη (ambiguous) αν 

υπάρχουν δύο συντακτικά δένδρα με το ίδιο φύλλωμα wL(G)   

 Παράδειγμα:  

G2:    T = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,+,*}    V = {S } 

          P :  S  S+S | S*S | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9 
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Αλγόριθμος αναγνώρισης για CF 

γραμματικές: CYK 

 Με εξαντλητικό τρόπο μπορούμε να αποφασίσουμε αν 

μια συμβολοσειρά x παράγεται από μια γραμματική CF 

(χωρίς συμφραζόμενα) σε εκθετικό όμως χρόνο. 

 Οι ιδιότητες της κανονικής μορφής Chomsky επιτρέπουν 

ταχύτερη αναγνώριση μιας συμβολοσειράς. 

 Αλγόριθμος CYK (Cocke, Younger, Kasami): αποφασίζει 

αν μια συμβολοσειρά x παράγεται από μια γραμματική 

σε χρόνο O(|x|3), αρκεί η γραμματική να δίνεται σε 

Chomsky Normal Form. 
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Αυτόματα Στοίβας (PDA) (i) 

 Έχουν ταινία εισόδου μιας κατεύθυνσης (όπως και τα 

FA) αλλά επιπλέον μνήμη υπό μορφή στοίβας. 

 Πρόσβαση μόνο στην κορυφή της στοίβας με τις 

λειτουργίες: 

 push(x): τοποθετεί στοιχείο x στην κορυφή της 

στοίβας 

 pop: διαβάζει και αφαιρεί στοιχείο από την κορυφή 

της στοίβας 
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Αυτόματα Στοίβας (PDA) (ii) 

 Παράδειγμα: PDA για αναγνώριση της γλώσσας 

 

Περιγραφή αυτομάτου 

 push(a) στη στοίβα για κάθε 0 στην είσοδο, 

push(b) στη στοίβα για κάθε 1 στην είσοδο,  

συνέχισε μέχρι να διαβαστεί c 

 μετά pop: εφόσον πάνω στοιχείο στοίβας 

συμφωνεί με είσοδο (a με 0, b με 1) συνέχισε 

 Αποδοχή με κενή στοίβα 
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Τυπικός ορισμός PDA 

 Q : το σύνολο των καταστάσεων του Μ (πεπερασμένο)  

 Σ : αλφάβητο εισόδου 

 Γ : αλφάβητο στοίβας 

 δ : Q x Σ U {ε} x Γ  Pow(Q x Γ*) : συνάρτηση μετάβασης 

(μη ντετερμινισμός, ε-κινήσεις) 

 q0  Q : αρχική κατάσταση 

 Ζ0  Γ : αρχικό σύμβολο στοίβας 

 F  Q : σύνολο τελικών καταστάσεων 

Αυτόματο στοίβας (Pushdown Automaton, PDA):   

επτάδα Μ =  (Q,Σ,Γ,δ,q0,Z0,F) 
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Αυτόματα Στοίβας (PDA) (iv) 

Είδη αποδοχής PDA 

 Αν βρεθεί σε τελική κατάσταση (δηλ. αποδοχής) μόλις 

διαβαστεί όλη η είσοδος, ανεξαρτήτως περιεχομένου 

στοίβας 

 Αν βρεθεί με κενή στοίβα μόλις διαβαστεί όλη η είσοδος, 

ανεξαρτήτως κατάστασης 

 

Αντίστοιχα ορίζονται οι γλώσσες: 

  Lf (M): αποδοχή με τελική κατάσταση  

  Le (M): αποδοχή με κενή στοίβα 
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Αυτόματα Στοίβας (PDA) (v) 

 Για να γίνει αποδεκτή η γλώσσα  

 

 

χωρίς δηλαδή ειδικό μεσαίο σύμβολο c χρειαζόμαστε 

απαραίτητα μη ντετερμινιστικό PDA. 

 Τα μη ντετερμινιστικά PDA είναι γνησίως πιο ισχυρά 

από τα ντετερμινιστικά. 

 Με τον όρο PDA αναφερόμαστε συνήθως στα μη-

ντετερμινιστικά PDA. 
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Ισοδυναμία CF γραμματικών και PDA 

Θεώρημα. Τα παρακάτω είναι ισοδύναμα για μια γλώσσα L:  

  L = Lf (M), M είναι PDA.  

  L = Le (M’), M’ είναι PDA. 

  H L είναι γλώσσα χωρίς συμφραζόμενα (c.f.) 
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Ποιες γλώσσες είναι Context Free; 

 Όλες οι κανονικές. 

 Επίσης όσες σχηματίζονται από γλώσσες CF με τις 

πράξεις: παράθεση, ένωση, άστρο Kleene.  

 Αλλά όχι απαραίτητα με τις πράξεις τομή, συμπλήρωμα: 

π.χ. η γλώσσα {anbncn | n  Ν} δεν είναι CF, ενώ είναι 

τομή δύο CF γλωσσών: 

{anbncn | n  Ν} = {anbncm | n,m  Ν} ∩ {akbncn | k,n  Ν} 
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Είναι όλες οι γλώσσες Context Free; 

 Η απάντηση είναι «όχι». 

 

 Για να το αποδείξουμε χρησιμοποιούμε ένα άλλο λήμμα 

άντλησης, το Pumping Lemma για γλώσσες χωρίς 

συμφραζόμενα. 

 

 Βασίζεται στο συντακτικό δένδρο (περισσότερα στο 

μάθημα «Υπολογισιμότητα»). 
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Γενικές Γραμματικές (i) 

Παράδειγμα: {a2n
 | n є Ν} 
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Γενικές Γραμματικές (ii) 

 
Θεώρημα. Τα παρακάτω είναι ισοδύναμα: 

1. Η γλώσσα L γίνεται αποδεκτή από μια μηχανή Turing 

2. L=L(G), όπου G είναι γενική γραμματική 

 

Μια τέτοια γλώσσα λέγεται και αναδρομικά αριθμήσιμη 

(recursively enumerable). 
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Μηχανές Turing 

< q0, 1, q0, R > 

< q0, 0, q1, 1 > 

< q1, 1, q1, L > 

< q1, 0, q2, R > 

Αυτόματα με απεριόριστη ταινία. Η είσοδος είναι αρχικά 

γραμμένη στην ταινία, η κεφαλή μπορεί να κινείται αριστερά-

δεξιά, καθώς και να αλλάζει το σύμβολο που διαβάζει. 

Παράδειγμα συνάρτησης μετάβασης:  
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Γραμματικές με Συμφραζόμενα 

(context sensitive) (i) 

Λέγονται «με συμφραζόμενα» γιατί μπορούν να τεθούν στην 

εξής κανονική μορφή:  

α = ε 
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Γραμματικές με Συμφραζόμενα 

(context sensitive) (ii) 

Α0  Η0 Η0  ΗΑ ΗΑ  0Α 

Μετατροπή σε κανονική μορφή:  S  1Z1 

Z  0 | 1Z0A 

A0  0A 

A1  11 

Γραμματική c.s. για τη γλώσσα 1n0n1n :  

Άλλα παραδείγματα:  {1i 0j 1k : i <= j <= k },  

       { ww | w  Σ* },      {an bn an bn | n  Ν}  
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Ισοδυναμία γραμματικών CS και LBA 

Θεώρημα. Τα παρακάτω είναι ισοδύναμα (L χωρίς ε): 

1. Η γλώσσα L γίνεται αποδεκτή από LBA. 

2. Η γλώσσα L είναι context sensitive. 

Γραμμικά φραγμένο αυτόματο (Linear Bounded 

Automaton, LBA):  

είναι μια μη ντετερμινιστική μηχανή Turing που η κεφαλή 

της είναι περιορισμένη να κινείται μόνο στο τμήμα που 

περιέχει την αρχική είσοδο. 
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Παραλλαγές, επεκτάσεις και εφαρμογές FA/REGEXP

Παραλλαγές και επεκτάσεις αυτομάτων I

Ορισμός
Ένα two-way deterministic FA (2DFA) είναι μία πεντάδα M = (Q,Σ, δ, q0, F), όπου τα Q,Σ, q0
και F είναι όπως προηγουμένως και δ είναι μία απεικόνιση από το Qˆ Σ στο Qˆ tL,Ru, δηλαδή
δ : Qˆ ΣÑ Qˆ tL,Ru.
Εάν δ(q, a) = (p, L), τότε στην κατάσταση q, διαβάζοντας το σύμβολο a, το 2DFA πάει στην
κατάσταση p και μετακινεί την κεφαλή προς τα αριστερά κατά μία θέση. Εάν δ(q, a) = (p,R), τότε
το 2DFA πάει στην κατάσταση p και μετακινεί την κεφαλή προς τα δεξιά κατά μία θέση.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Παραλλαγές, επεκτάσεις και εφαρμογές FA/REGEXP

Παραλλαγές και επεκτάσεις αυτομάτων II

Configuration ή instantaneous description (ID) ενός 2DFA: περιγράφει το string εισόδου, την
τρέχουσα κατάσταση και την τρέχουσα θέση της κεφαλής εισόδου.

Ένα ID του M είναι ένα string στο Σ˚QΣ˚.
Το ΙD wqx, όπου w, x P Σ˚, αντιπροσωπεύει τα εξής:

1 wx είναι το string εισόδου,
2 q είναι η τρέχουσα κατάσταση και
3 η κεφαλή εισόδου διαβάζει το πρώτο σύμβολο του x.

Εάν το x = ε, τότε η κεφαλή εισόδου έχει μετακινηθεί στο δεξί άκρο της ταινίας εισόδου.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Παραλλαγές, επεκτάσεις και εφαρμογές FA/REGEXP

Παραλλαγές και επεκτάσεις αυτομάτων III

Στη συνέχεια εισάγουμε την σχέση $M στα ID’s, έτσι ώστε I1 $M I2 , αν και μόνο αν το M μπορεί
να πάει από την instantaneous description I1 στην I2 με μία κίνηση.

Ορίζουμε τη σχέση $M, ή απλά $, αν το M εννοείται, ως εξής:

1 a1a2 . . . ai´1qai . . . an $ a1a2 . . . ai´1aipai+1 . . . an, όταν δ(q, ai) = (p,R) και
2 a1a2 . . . ai´2ai´1qai . . . an $ a1a2 . . . ai´2pai´1ai . . . an, όταν δ(q, ai) = (p, L) και i ą 1.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Παραλλαγές, επεκτάσεις και εφαρμογές FA/REGEXP

Παραλλαγές και επεκτάσεις αυτομάτων IV

Στα διαγράμματα, μία ακμή εκτός από το σύμβολο εισόδου έχει επίσης επιγραφή L ή R.
Το ανακλαστικό, μεταβατικό κλείσιμο της σχέσης $ είναι το $˚.
Computation is a legal finite sequence of configurations.

Ορισμός
L(M) = tw | q0w $˚ wp για κάποιο p στο Fu.

Θεώρημα
Έστ M ένα 2DFA.Τότε L(M) είναι κανονική.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Παραλλαγές, επεκτάσεις και εφαρμογές FA/REGEXP

FA με έξοδο I
Μηχανή Moore

Ορισμός
Μία μηχανή Moore είναι μία εξάδα M = (Q,Σ,∆, δ, λ, q0), όπου τα Q,Σ, δ και q0 είναι όπως στα
DFA, με δ : Qˆ ΣÑ Q. Επιπλέον:

∆: αλφάβητο εξόδου
λ: απεικόνιση από το Q στο ∆, που δίνει την έξοδο που σχετίζεται με κάθε κατάσταση,
δηλαδή λ : QÑ ∆.

input a1 a2 … an
states q0 q1 q2 … qn´1 qn μήκος n+ 1
output λ(q0) λ(q1) λ(q2) … λ(qn´1) λ(qn) μήκος n+ 1
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Παραλλαγές, επεκτάσεις και εφαρμογές FA/REGEXP

FA με έξοδο II
Μηχανή Moore

Παρατηρήσεις:

Κάθε μηχανή Moore δίνει έξοδο λ(q0) = 5 για είσοδο ε.
Το DFA μπορεί να θεωρηθεί ως μία ειδική περίπτωση μίας μηχανής Moore όπου το αλφάβητο
είναι {0,1} και η κατάσταση q αποδέχεται αν και μόνο αν λ(q) = 1.
Μία μηχανή Moore δεν έχει τελικές καταστάσεις και έχει μήκος εξόδου n+ 1.
Τα διαγράμματα μηχανών Moore είναι όπως αυτά των FA, αλλά επιπλέον σημειώνουμε μαζί
με την κατάσταση το αντίστοιχο σύμβολο εξόδου ως εξής qi/(qi), π.χ.:

¨ ¨ ¨ q/B p/C ¨ ¨ ¨
a
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FA με έξοδο I
Μηχανή Mealy

Ορισμός
Μία μηχανή Mealy είναι μια εξάδα M = (Q,Σ,∆, δ, λ, q0), όπου όλα είναι όπως στη μηχανή
Moore, με δ : Qˆ ΣÑ Q, εκτός από το λ που είναι απεικόνιση από το Qˆ Σ στο ∆, δηλαδή
λ : Qˆ ΣÑ ∆.

Η έξοδος του M με είσοδο το a1a2 . . . an είναι λ(q0, a1)λ(q1, a2) . . . λ(qn´1, an), όπου q0, q1, . . . , qn
είναι η ακολουθία των καταστάσεων έτσι ώστε δ(qi´1, ai) = qi, για 1 ď i ď n.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Παραλλαγές, επεκτάσεις και εφαρμογές FA/REGEXP

FA με έξοδο II
Μηχανή Mealy

Παρατηρήσεις:

Η ακολουθία εξόδου έχει μήκος n και όχι n+ 1 όπως η μηχανή Moore και με είσοδο ε μία
μηχανή Mealy δίνει έξοδο ε.
Τα διαγράμματα μηχανών Mealy είναι όπως αυτά των FA, αλλά επιπλέον σημειώνουμε στις
μεταβάσεις την αντίστοιχη έξοδο, π.χ.:

¨ ¨ ¨ q p r ¨ ¨ ¨
a/B b/C

Μία γενίκευση των μηχανών Mealy είναι το Finite Transducer (ή finite state machine, FSM) με
συνάρτηση: λ : Qˆ ΣÑ ∆˚.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Παραλλαγές, επεκτάσεις και εφαρμογές FA/REGEXP

Ισοδυναμία μηχανών Moore και Mealy I

Ορισμός
Έστω M μία μηχανή Moore ή Mealy. Ορίζουμε TM(w), για είσοδο w να είναι η έξοδος που
παράγεται από την M με είσοδο w.

Παρατήρηση
Δεν είναι δυνατόν ποτέ να είναι ίδιες οι συναρτήσεις TM(w), TM1 (w), αν M είναι μία μηχανή Moore
και M1 μία μηχανή Mealy, επειδή |TM(w)| είναι ένα περισσότερο από |TM1 (w)|, για κάθε w. Ωστόσο,
μπορούμε να δώσουμε τον παρακάτω ορισμό ισοδυναμίας:

Ορισμός
Μία μηχανή Mealy M και μία μηχανή Moore M1 είναι ισοδύναμες:
@w : 5TM(w) = TM1 (w), όπου λ1(q0) = 5 και TM1 (ε) = 5,
TM(w) = η έξοδος μετά την επεξεργασία του w.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Παραλλαγές, επεκτάσεις και εφαρμογές FA/REGEXP

Ισοδυναμία μηχανών Moore και Mealy II
Μπορούμε να αποδείξουμε το ακόλουθο θεώρημα για την ισοδυναμία μεταξύ μηχανών Moore και
Mealy:

Θεώρημα
@M Moore ñ DM1 Mealy ισοδύναμη.
@M Mealy ñ DM1 Moore ισοδύναμη.

Απόδειξη.
1 Έστω μία μηχανή Moore M1. Κατασκευάζουμε μία ισοδύναμη μηχανή Mealy M2: ορίζουμε

λ1(q, a) = λ(δ(q, a)) για όλες τις καταστάσεις q και για όλα τα σύμβολα εισόδου a.
2 Έστω M1 μηχανή Mealy. Τότε M2 = tQˆ∆,Σ,∆, δ1, λ1, [q0, b0]u, όπου b0 είναι τυχαίο
στοιχείο του . Αυτό σημαίνει ότι οι καταστάσεις του M2 είναι ζευγάρια της μορφής [q, b],
αποτελούμενα από μία κατάσταση της M1 και ένα σύμβολο εξόδου. Ορίζουμε
δ1([q, b], a) = [δ(q, a), λ(q, a)] και λ1([q, b]) = b. Το δεύτερο στοιχείο μίας κατάστασης [q, b]
της M2 είναι η έξοδος που παράγεται από την M1 σε κάποια μετάβαση στην κατάσταση q.
Μόνο τα πρώτα στοιχεία των καταστάσεων της M2 καθορίζουν τις κινήσεις της M2. Εύκολα
με επαγωγή στο n δείχνεται ότι αν η M1 πηγαίνει στις καταστάσεις q0, q1, . . . , qn με είσοδο
a1a2 . . . an και δίνει έξοδο b1, b2, . . . , bn, τότε η M2 πηγαίνει στις καταστάσεις
[q0, b0], [q1, b1], . . . , [qn, bn] και δίνει έξοδο b0, b1, . . . , bn.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες κανονικών συνόλων

Pumping lemma για κανονικά σύνολα I

Λήμμα (Pumping lemma)
Εάν L είναι regular τότε:
Dn P N,@z P L με |z| ě n, Du, v,w P Σ˚ :
[z = uvw ^ |uv| ď n ^ |v| ě 1^ @i P N (uviw P L)]
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες κανονικών συνόλων

Pumping lemma για κανονικά σύνολα II

Χρησιμοποιώντας το λήμμα δείχνουμε ότι ένα δοσμένο σύνολο δεν είναι regular. Η μέθοδος είναι η
ακόλουθη:

1 Διαλέγεις τη γλώσσα που θέλεις να αποδείξεις πως δεν είναι regular.
2 Ο αντίπαλος (PL) επιλέγει ένα n. Θα πρέπει να μπορείς για οποιοδήποτε πεπερασμένο
ακέραιο n διαλέξει, να αποδείξεις ότι η L δεν είναι regular, αλλά από τη στιγμή που ο
αντίπαλος έχει διαλέξει ένα n αυτό είναι σταθερό στην απόδειξη.

3 Διαλέγεις ένα string z της L έτσι ώστε |z| ě n.
4 Ο αντίπαλος (PL) σπάει το z σε u, v και w που ικανοποιούν τους περιορισμούς |uv| ď n και
|v| ě 1.

5 Φτάνεις σε αντίφαση δείχνοντας ότι για κάθε u, v,w που καθορίζονται από τον αντίπαλο,
υπάρχει ένα i για το οποίο uviw δεν ανήκει στην L. Τότε μπορούμε να συμπεράνουμε ότι η L
δεν είναι regular. Η επιλογή του i μπορεί να εξαρτάται από τα n, u, v,w.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες κανονικών συνόλων

Pumping lemma για κανονικά σύνολα III
Παράδειγμα

L = takbk | k P Nu = tε, ab, aabb, aaabbb, . . .u
1 Υποθέτουμε ότι L είναι regular και χρησιμοποιούμε το pumping lemma.
2 PL: Dn P N
3 Διαλέγουμε z = anbn. Εντάξει επιλογή, διότι z P L , |z| = 2n ě n.
4 PL: z μπορεί να γραφεί: z = uvw με |uv| ď n ^ |v| ě 1, ώστε v = al με l ě 1.
5 Διαλέγουμε i = 2: uvvw = an+lbn P L.

Άτοπο

Παράδειγμα

Το σύνολο L = t0k
2
| k ě 1u = t0, 0000, 000000000, . . .u, δεν είναι regular.

1 Υποθέτουμε ότι L είναι regular και χρησιμοποιούμε το pumping lemma.
2 PL: Dn P N.
3 Διαλέγουμε z = 0n

2 . Εντάξει επιλογή, διότι |z| = n2 ě n.
4 PL: z μπορεί να γραφεί: z = uvw με |uv| ď n ^ |v| ě 1, ώστε v = 0l με 1 ď l ď n.
5 Διαλέγουμε i = 2: uvvw = 0n

2+l P L, αλλά n2 + l δεν είναι τέλειο τετράγωνο, διότι:
n2 ă n2 + 1 ď n2 + l ď n2 + n = n(n+ 1) ă (n+ 1)2.

Άτοπο
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες κανονικών συνόλων

Ιδιότητες κλειστότητας για κανονικά σύνολα
Λογικές (boolean) πράξεις

Υπενθύμιση: Οι boolean (λογικές) πράξεις είναι η ένση, η τομή και το συμπήρμα.

Θεώρημα
Η κάση τν regular sets είναι μηχανιστικά κειστή (effectively closed) ς προς τις οικές πράξεις,
την παράθεση (concatenation) και το Kleene *.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες κανονικών συνόλων

Ιδιότητες κλειστότητας για κανονικά σύνολα I
Αντικαταστάσεις και ομομορφισμοί

Αντικατάσταση: f : ΣÑ Pow(∆˚)

Ειδική περίπτωση:
Ομομορφισμός: h : ΣÑ ∆˚

Αντίστροφος ομομορφισμός:

h´1(w) = tx | h(x) = wu για string και
h´1(L) = tx | h(x) P Lu για γλώσσα.

Ιδιότητες: h(h´1(L)) Ď L ενώ h´1(h(L)) Ě L, για κάθε γλώσσα L.

Η απεικόνιση f μπορεί να επεκταθεί και σε strings ως εξής:
"

f̃(ε) = ε

f̃(wa) = f̃(w)f(a)

Η f επεκτείνεται και σε γλώσσες: fˆ(L) =
Ť

xPL f(x).
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Ιδιότητες κλειστότητας για κανονικά σύνολα II
Αντικαταστάσεις και ομομορφισμοί

Ορισμός
Κανονική αντικατάσταση (regular substitution):
αντικατάσταση (substitution) τέτοια ώστε @a P Σ: f(a) είναι regular.

Θεώρημα
Η κάση τν regular sets είναι μηχανιστικά κειστή (effectively closed) ς προς τις πράξεις της
κανονικής αντικατάστασης, ομομορφισμού και αντίστροφου ομομορφισμού.
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Ιδιότητες κλειστότητας για κανονικά σύνολα
Πηλίκα Γλωσσών (quotients of languages)

Πηλίκο γλωσσών: L1/L2 = tw | Dv P L2 : wv P L1u

Παράδειγμα
L1 = ab˚c και L2 = b˚c τότε L1/L2 = ab˚.

Θεώρημα
Η κάση τν regular sets είναι κειστή ς προς πηίκο με τυχαίο σύνοο.
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Αλγόριθμοι απόφασης για κανονικά σύνολα I

Θεώρημα

Έστ M ένα DFA με |Q| = n. Τότε
1 L(M) ‰ Hô Dz P L(M) με |z| ă n.
2 |L(M)| = 8ô Dz P L(M) με n ď |z| ă 2n.

Θεώρημα
Υπάρχει μηχανιστικός αόριθμος που αποφασίζει αν δύο πεπερασμένα αυτόματα αποδέχονται το
ίδιο σύνοο, δηαδή αν είναι ισοδύναμα.

Απόδειξη.
Έστω M1,M2 τα αυτόματα που αποδέχονται την L1, L2 αντίστοιχα. Γνωρίζουμε από θεώρημα ότι
υπάρχει αυτόματο M που αποδέχεται το L = (L1 X L2)Y (L1 X L2). Ισχύει L =Hô L1 = L2.
Έτσι από το προηγούμενο θεώρημα υπάρχει αλγόριθμος που αποφασίζει αν L1 = L2.
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Αλγόριθμοι απόφασης για κανονικά σύνολα II
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L1 L2

Σχήμα: Ισοδυναμία πεπερασμένων αυτομάτων
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Το θεώρημα Myhill-Nerode I

Για κάθε γλώσσα L θα ορίσουμε μία αντίστοιχη σχέση ισοδυναμίας RL ως εξής:

Ορισμός
Ορίζουμε για x, y P Σ˚, x RL y, αν και μόνον αν για κάθε z P Σ˚, xz P L ακριβώς όταν yz P L
(δηλαδή για κάθε z P Σ˚ είτε αμφότερα τα xz, yz ανήκουν στην γλώσσα είτε κανένα από τα δύο
δεν ανήκει στην γλώσσα).

Ο δείκτης μίας σχέσης ισοδυναμίας είναι το πλήθος των κλάσεων ισοδυναμίας αυτής. Έτσι, λέμε
ότι μία ισοδυναμία είναι πεπερασμένου δείκτη αν το πλήθος των κλάσεων ισοδυναμίας της είναι
πεπερασμένο.

Παρατήρηση: Όπως θα δείξουμε παρακάτω, κάτι που χαρακτηρίζει κάθε κανονική γλώσσα L είναι
ότι η RL είναι πεπερασμένου δείκτη.
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Το θεώρημα Myhill-Nerode II

Επίσης, για κάθε πεπερασμένο αυτόματο M με αλφάβητο Σ ορίζουμε μία αντίστοιχη σχέση RM
στο Σ˚ ως εξής:

Ορισμός

x RM y αν και μόνον αν δ̃(q0, x) = δ̃(q0, y).

Πρόταση
Η RM είναι δεξιά αναλλοίωτη (right invariant), ς προς την παράθεση, δηαδή ια κάθε x, y P Σ˚

με x RM y έχουμε ότι ια κάθε z P Σ˚ ισχύει xz RM yz.

Απόδειξη.
δ(q0, xz) = δ(δ(q0, x), z) = δ(δ(q0, y), z) = δ(q0, yz).
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Το θεώρημα Myhill-Nerode III

Θεώρημα (Myhill-Nerode)
Τα παρακάτ είναι ισοδύναμα ια μία ώσσα L:
(i) η L είναι κανονική
(ii) η L είναι ένση κάποιν από τις κάσεις ισοδυναμίας μίας δεξιά αναοίτης σχέσης

ισοδυναμίας πεπερασμένου δείκτη
(iii) η σχέση RL είναι πεπερασμένου δείκτη.

Απόδειξη: Θα δείξουμε τις εξής κατευθύνσεις: (i)Ñ (ii)Ñ (iii)Ñ (i).

(i) ùñ (ii). Έστω DFA M = (Q,Σ, δ, q0, F) που αποδέχεται την L. Όπως είδαμε, η RM είναι δεξιά
αναλλοίωτη. Οι κλάσεις ισοδυναμίας της RM είναι όσες και οι καταστάσεις του αυτομάτου M,
δηλαδή η RM είναι επιπλέον πεπερασμένου δείκτη. Προφανώς, η γλώσσα που γίνεται αποδεκτή από
το αυτόματο M είναι ένωση των κλάσεων ισοδυναμίας που αντιστοιχούν σε τελικές καταστάσεις
του αυτομάτου.
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Το θεώρημα Myhill-Nerode IV

(ii) ùñ (iii). Έστω ισοδυναμία E που ικανοποιεί την ιδιότητα που δίνεται στο (ii). Θα δείξουμε
την συνεπαγωγή: Αν για x, y P Σ˚ ισχύει x E y, τότε x RL y. Πράγματι έστω x E y. Αφού η E είναι
δεξιά αναλλοίωτη, έχουμε ότι για κάθε z P Σ˚ ισχύει xz E yz, δηλαδή είτε αμφότερα τα xz, yz
ανήκουν στην γλώσσα L, είτε κανένα από τα δύο δεν ανήκει στην γλώσσα L, δηλαδή (από τον
ορισμό της RL) x RL y.

Επομένως, κάθε κλάση ισοδυναμίας της E περιέχεται σε μία κλάση ισοδυναμίας της RL. Αυτό
σημαίνει ότι η σχέση E αποτελεί εκέπτυνση (refinement, βλέπε σχήμα) της σχέσης RL και αφού η
E είναι πεπερασμένου δείκτη, δεν μπορεί παρά και η RL να είναι πεπερασμένου δείκτη.
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Το θεώρημα Myhill-Nerode V

Σ˚/RL Σ˚/E

Σχήμα: Εκλέπτυνση (refinement) σχέσης ισοδυναμίας (fine-coarse=λεπτή-αδρή)
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Το θεώρημα Myhill-Nerode VI

(iii) ùñ (i). Αποδεικνύουμε πρώτα τον εξής ισχυρισμό: Η RL είναι δεξιά αναλλοίωτη. Πράγματι,
αν x RL y τότε για κάθε u P Σ˚ έχουμε xu RL yu αφού από τον ορισμό της RL για κάθε v P Σ˚

έχουμε xuv P L ðñ yuv P L (αρκεί να θέσουμε z = uv).

Τελικά, θα κατασκευάσουμε αυτόματο M = (Q,Σ, δ, q0, F) που αποδέχεται την γλώσσα L,
δεδομένης της σχέσης RL. Την κλάση ισοδυναμίας στην RL του τυχόντος στοιχείου x P Σ˚

συμβολίζουμε με [x]. Το σύνολο των καταστάσεων Q είναι οι κλάσεις ισοδυναμίας της RL, δηλαδή
Q = t[x] | x P Σ˚u. Αρχική κατάσταση είναι η [ε] (η κλάση ισοδυναμίας στην οποία ανήκει η κενή
συμβολοσειρά). Το σύνολο των τελικών καταστάσεων είναι F = t[x] | x P Lu. Η συνάρτηση
μετάβασης ορίζεται δ([x], a) = [xa] (ο ορισμός δεν εξαρτάται από το x και είναι συνεπής δεδομένου
ότι η RL είναι δεξιά αναλλοίωτη). Το αυτόματο αποδέχεται την L αφού δ(q0, x) = [x] κι επομένως
x P L(M) αν και μόνον αν [x] P F.
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Ελαχιστοποιώντας πεπερασμένα αυτόματα I

Myhill-Nerode ñ μοναδικό DFA ελάχιστων καταστάσεων.

Παράδειγμα:
Έστω το αυτόματο M που φαίνεται στο σχήμα, το οποίο αποδέχεται την γλώσσα L = 0˚10˚.

b d f

a c e

1 1

1 0
0

0, 1

0 0

0

1

1

Στην L(M) υπάρχουν 6 κλάσεις ισοδυναμίας, οι ακόλουθες:

Ca = (00)˚, Cb = (00)˚0, Cc = (00)˚1,

Cd = (00)˚01, Ce = 0˚100˚, Cf = 0˚10˚1(0 + 1)˚,

οπότε και L = Cc Y Cd Y Ce.
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Ελαχιστοποιώντας πεπερασμένα αυτόματα II

Τα Ca,Cb είναι το C1 (χωρίς 1) = 0˚. Τα Cc,Cd,Ce είναι το C2 (με ένα 1) = 0˚10˚ και το Cf είναι
το C3 (περισσότερα του ενός 1) = 0˚10˚1(0 + 1)˚.
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Ελαχιστοποιώντας πεπερασμένα αυτόματα III

Το ελάχιστο αυτόματο φαίνεται στο παρακάτω σχήμα.

Ñ a, b c, d, e f1 1

00 0, 1

Η ίδια μέθοδος συστηματικά με πίνακα:

1 Εξαλείφουμε όλες τις απρόσιτες καταστάσεις.
2 Συγχωνεύουμε ισοδύναμες καταστάσεις που δεν διακρίνονται με κανένα επόμενο string.
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Ελαχιστοποιώντας πεπερασμένα αυτόματα IV
Μέθοδος για το δεύτερο:

Tο p είναι διακρίσιμο από το q εάν υπάρχει ένα x τέτοιο ώστε δ(p, x) είναι στο F και δ(q, x)
δεν είναι ή αντίστροφα.
Φτιάχνουμε ένα πίνακα για να συγκρίνουμε κάθε ζεύγος καταστάσεων. Βάζουμε ένα X σε
κάθε θέση του πίνακα κάθε φορά που ανακαλύπτουμε ότι δύο καταστάσεις δεν είναι
ισοδύναμες. Αρχικά εγγράφουμε X σε όλα τα ζεύγη που προφανώς διακρίνονται γιατί η μία
είναι τελική και η άλλη δεν είναι. Μετά προσπαθούμε να δούμε αν διακρίνονται δύο
καταστάσεις, διότι από αυτές με ένα σύμβολο a οδηγούμαστε σε διακρίσιμες καταστάσεις.
Επαναλαμβάνουμε την πιο πάνω προσπάθεια ώσπου να μην προστίθεται κανένα X πια στον
πίνακα. Τα υπόλοιπα ζευγάρια είναι μη διακρίσιμα και συνεπώς συγχωνεύσιμα.

Στο πίνακα οι δείκτες 1 και 2 του X δείχνουν σε ποια επανάληψη εγγράφουμε το X.

b
c⃝ X1 X1

d⃝ X1 X1

e⃝ X1 X1

f X2 X2 X1 X1 X1

a b c⃝ d⃝ e⃝
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Ελαχιστοποιώντας πεπερασμένα αυτόματα V

Τελικά οι ισοδύναμες καταστάσεις είναι a ” b, c ” d ” e.
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Ελαχιστοποιώντας πεπερασμένα αυτόματα I
Μέθοδος Beckmann

Άλλη μέθοδος για την κατασκευή ενός ελάχιστου DFA είναι η μέθοδος Beckmann.

1 Κατασκεύασε το καθρέφτισμα του FA: δηλαδή ανάστρεψε τη φορά των τόξων. Αντάλλαξε
τελικές με αρχικές καταστάσεις.

2 Κατασκεύασε DFA ισοδύναμο με το προκύπτον.

Ñ cde ab j1 1

0 0 0, 1
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Αλγεβρική περιγραφή κανονικών συνόλων. Ελαχιστοποίηση DFA

Ελαχιστοποιώντας πεπερασμένα αυτόματα II
Μέθοδος Beckmann

3 Ξανακατασκεύασε το καθρέφτισμα.

Ñ ab cde1

0 0

4 Ξανακατασκεύασε ισοδύναμο DFA. Αυτό τώρα είναι το ελάχιστο DFA που βρήκαμε και
παραπάνω, δηλ.

Ñ a, b c, d, e f1 1

00 0, 1
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Τυπικές Γραμματικές

Τυπικές Γραμματικές I

Μια τυπική γραμματική (formal grammar) G = (V, T, P, S) αποτελείται από:

ένα πεπερασμένο αλφάβητο V από μη τερματικά σύμβολα (non terminals) ή μεταβλητές
(variables),
ένα πεπερασμένο αλφάβητο T από τερματικά σύμβολα (terminals) ή σταθερές
(constants), τ.ώ. VX T =H,
ένα πεπερασμένο σύνολο P από κανόνες παραγωγής (production rules) ή απλούστερα
παραγωγές (productions), δηλαδή διατεταγμένα ζεύγη (α, β) όπου α, β P (VY T)˚ και
α ‰ ε
(Σύμβαση: γράφουμε αÑ β αντί για (α, β)),
ένα αρχικό σύμβολο (start symbol) ή αξίωμα S P V.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Τυπικές Γραμματικές

Τυπικές Γραμματικές II

Θα χρησιμοποιήσουμε την εξής σύμβαση για τη χρήση γραμμάτων:

a, b, c, d, . . . P T

A,B,C,D, . . . P V

z, y, x,w, v, u, . . . P T˚

α, β, γ, δ, . . . P (VY T)˚

Θα γράφουμε αÑ β|γ|δ ως ένα κανόνα στο P αντί για τους τρεις κανόνες αÑ β , αÑ γ ,
αÑ δ στο P .
Για μια γραμματική G λέμε ότι το γ1βγ2 προκύπτει (is derived from) από το γ1αγ2 και
γράφουμε γ1αγ2ñ

G
γ1βγ2 , αν ο αÑ β είναι κανόνας παραγωγής (δηλαδή (α, β) P P).

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 224 / 422



.
.
.

.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Τυπικές Γραμματικές

Τυπικές Γραμματικές III

Συμβολίζουμε με ˚
ñ το ανακλαστικό, μεταβατικό κλείσιμο του ñ , δηλαδή α

˚
ñβ σημαίνει

ότι υπάρχει μια ακολουθία παραγωγών (derivation): αñα1ñα2ñ¨ ¨ ¨αkñβ .
Μια συμβολοκολουθία α P (VY T)˚ ονομάζεται προτασιακή μορφή (sentential form) αν
ισxύει S ˚

ñ α.
Ως γλώσσα που παράγεται από τη γραμματική G ορίζουμε την L(G) := tw P T˚|S

˚
ñwu.

Δύο γραμματικές G1 , G2 θα ονομάζονται ισοδύναμες αν L(G1) = L(G2).
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Τυπικές Γραμματικές

Ιεραρχία Chomsky I

Ο Noam Chomsky (1956) ταξινόμησε τις τυπικές γραμματικές σε μια ιεραρχία σύμφωνα με τη
μορφή των κανόνων παραγωγής τους.

Noam Chomsky

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 226 / 422



.
.
.

.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Τυπικές Γραμματικές

Ιεραρχία Chomsky II

τύπου 0: ενικές γραμματικές (general, phrase structure, semi-Thue). Μορφή:
P Ď tαÑ β | α, β P (VY T)˚ ^ α ‰ εu

τύπου 1: γραμματικές με συμφραζόμενα ή μονοτονικές (context sensitive, monotonic).
Μορφή:
P Ď (tαÑ β | α, β P (VY T)˚ ^ |α| ď |β| ^ a ‰ εu Y tSÑ εu)

τύπου 2: γραμματικές χωρίς συμφραζόμενα (context free). Μορφή:
P Ď tAÑ α | A P V, α P (VY T)˚u

τύπου 3: κανονικές γραμματικές (regular). Μορφή:
1 δεξιογραμμική:
P Ď (tAÑ w | A P V,w P T˚u Y tAÑ wB | A,B P V,w P T˚u)

2 ή αριστερογραμμική:
P Ď (tAÑ w | A P V,w P T˚u Y tAÑ Bw | A,B P V,w P T˚u)

Η ιεράρχηση αυτή είναι γνήσια, δηλαδή ισχύει

τύπου 3 Ă τύπου 2 Ă τύπου 1 Ă τύπου 0
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Τυπικές Γραμματικές

Κανονικές γραμματικές I

Στις κανονικές γραμματικές όλοι οι κανόνες παραγωγής είναι της μορφής:

1 δεξιογραμμικοί (rightlinear): AÑ wB, AÑ w, όπου w P T˚, ή
2 αριστερογραμμικοί (leftlinear): AÑ Bw, AÑ w, όπου w P T˚.

Παράδειγμα
(ba)˚a
δεξιογραμμικά: SÑ baS | a
αριστερογραμμικά: SÑ Ra, RÑ Rba | ε
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Τυπικές Γραμματικές

Κανονικές γραμματικές I
Από γραμματική σε αυτόματο

Κατασκευάζουμε F.A. που αποδέχεται την κανονική γλώσσα που παράγεται από τη
δεξιογραμμική γραμματική (SÑ baS | a):

S ε⃝a

ba

Κατασκευάζουμε F.A. που αποδέχεται την κανονική γλώσσα που παράγεται από την
αριστερογραμμική γραμματική (SÑ Ra, RÑ Rba | ε):

ε R Sε a

ba
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Τυπικές Γραμματικές

Κανονικές γραμματικές I
Από αυτόματο σε γραμματική

Κατασκευή δεξιογραμμικής γραμματικής από αυτόματο.
Έστω M:

q0 qf qj

q1

a a, b

b
a

b

a, b

$

’

&

’

%

q0 Ñ a | bq1 | aqf (S := q0)
q1 Ñ aq0 | bqj
qf Ñ aqj | bqj
qj Ñ aqj | bqj

Απαλοιφή συμβόλων που δεν παράγουν τίποτα (non yielding) qj, qf και παραγωγών που
σχετίζονται με αυτά:

"

q0 Ñ a | bq1 (S := q0)
q1 Ñ aq0
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Τυπικές Γραμματικές

Κανονικές γραμματικές II
Από αυτόματο σε γραμματική

Κατασκευή αριστερογραμμικής γραμματικής (αντιστροφή βελών).
$

’

&

’

%

qf Ñ q0a (S := qf)
q0 Ñ q1a | ε
q1 Ñ q0b
qj Ñ qjb | qja | qfb | qfa | q1b

Απαλοιφή συμβόλων στα οποία δεν φθάνουμε ποτέ (unreachable): qj, καθώς και παραγωγών
που σχετίζονται με αυτά:

$

&

%

qf Ñ q0a (S := qf)
q0 Ñ q1a | ε
q1 Ñ q0b
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Τυπικές Γραμματικές

Κανονικές γραμματικές I
Ισοδυναμία με αυτόματο

Θεώρημα
Τα ακόουθα είναι ισοδύναμα:

1 L = L(G1), όπου G1 είναι δεξιοραμμική ραμματική.
2 L = L(G2), όπου G2 είναι αριστεροραμμική ραμματική.
3 L = L(M), όπου M είναι F.A.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Τυπικές Γραμματικές

Context-free grammars I

Παράδειγμα (1)

Έστω η γραμματική
G1: V = tSu, T = ta, bu, P = tSÑ ε|aSbu.

Μια δυνατή ακολουθία παραγωγών είναι η:
Sñ aSbñ aaSbbñ aaaSbbbñ aaabbb
H γλώσσα που παράγεται από την G1 είναι η L(G1) := tanbn|n P Nu

Παράδειγμα (2)

G2 = (V, T, P, S) όπου T = t0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,+,˚u, V = tSu και το P περιέχει τους κανόνες:

SÑ S+ S

SÑ S ˚ S

SÑ 0|1|2|3|4|5|6|7|8|9

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 233 / 422



.
.
.

.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Τυπικές Γραμματικές

Context-free grammars II

Παράδειγμα (3)

G3 = (V, T, P, S), V = tS,A,Bu, T = ta, bu και το P περιέχει τους κανόνες:

SÑ aB|bA

AÑ a|aS|bAA

BÑ b|bS|aBB

Μια δυνατή ακολουθία παραγωγών της πιο πάνω γραμματικής είναι:
Sñ aBñ abSñ abbAñ abba
Αν και δεν είναι προφανές, L(G3) = tw P T+ | w έχει ίσο αριθμό a και bu
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Τυπικές Γραμματικές

Συντακτικά δένδρα I

Θεώρημα

Έστ G = (V, T, P, S) μια c.f. ραμματική. Τότε S ˚
ñw ανν υπάρχει συντακτικό δένδρο με

φύμα το w.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Τυπικές Γραμματικές

Συντακτικά δένδρα II

a

Ab

b S

Ba

SS

a S b

bSa

a S b

(1) (3)
ε
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Τυπικές Γραμματικές

Συντακτικά δένδρα III
Ορισμός
Μια γραμματική ονομάζεται διφορούμενη (ambiguous) αν υπάρχουν δύο συντακτικά δένδρα που
να έχουν ως φύλλωμα το ίδιο w P L(G).

˚ SS

2 4

+S S

23

S

SS ˚

4

S

S S+

3

Παράδειγμα διφορούμενης γραμματικής. Η συμβολοσειρά 3 + 2 ˚ 4 αποτελεί φύλλωμα δύο
πιθανών συντακτικών δένδρων της γραμματικής G2 του παραδείγματος (2).
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Απλοποίηση c.f. γραμματικών

Άχρηστα σύμβολα (unreachable + non-yielding)

Ορισμός

Ένα σύμβολο X λέγεται reachable ανν υπάρχει μια παραγωγή της μορφής S ˚
ñαXβ για κάποια

α, β P (VY T)˚. Διαφορετικά λέγεται unreachable.

Ορισμός

Ένα σύμβολο X λέγεται yielding ανν υπάρχει μια παραγωγή της μορφής X ˚
ñw για κάποιο

w P T˚. Διαφορετικά λέγεται non-yielding.

Θεώρημα
Κάθε μη κενή c.f. ώσσα παράεται από μια c.f. ραμματική χρίς άχρηστα σύμβοα.

Απόδειξη.
Απαλείφουμε τα non-reachable και non-yielding σύμβολα (η διαδικασία αυτή μπορεί να γίνει
μηχανιστικά).
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Απλοποίηση c.f. γραμματικών

ε-productions I

Ορισμός
Παραγωγές τις μορφής AÑ ε ονομάζονται ε-productions.

Ορισμός

Μια μεταβλητή A λέγεται nullable αν υπάρχει μια ακολουθία παραγωγών τέτοια ώστε A ˚
ñ ε.

Θεώρημα
Δεδομένης μιας c.f. ραμματικής G = (V, T, P, S) μπορούμε να κατασκευάσουμε μια c.f.
ραμματική G1 χρίς άχρηστα σύμβοα και ε-productions τέτοια ώστε L(G1) = L(G) ztεu.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Απλοποίηση c.f. γραμματικών

ε-productions II

Παράδειγμα
’Εστω η γραμματική

SÑ aAbAc

AÑ aaBa|ε

BÑ bbb

τότε παίρνω

SÑ aAbAc|abAc|aAbc|abc

AÑ aaBa

BÑ bbb
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Απλοποίηση c.f. γραμματικών

unit productions
Ορισμός
Μια παραγωγή της μορφής AÑ B καλείται unit production.

Θεώρημα
Κάθε c.f. ώσσα που δεν περιέχει το ε παράεται από μία ραμματική χρίς άχρηστα σύμβοα,
ε-productions και unit productions.

Παράδειγμα
’Εστω οι παραγωγές:

AÑ B|abb

BÑ cab

τότε παίρνω

AÑ cab|abb

BÑ cab
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Απλοποίηση c.f. γραμματικών

Απλοποίηση c.f. γραμματικών

Συνοψίζοντας, τα βήματα που πρέπει να ακολουθήσει κανείς για να απλοποιήσει μια c.f.
γραμματική είναι:

1 Απαλοιφή ε-productions.
2 Απαλοιφή non-yielding συμβόλων.
3 Απαλοιφή unreachable συμβόλων.
4 Απαλοιφή unit productions.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Απλοποίηση c.f. γραμματικών

Chomsky Normal Form I

Η ιδέα της κανονικής μορφής Chomsky είναι να περιορίσουμε το μέγεθος του δεξιού μέλους κάθε
παραγωγής, έτσι ώστε μια μεταβλητή να αντικαθίσταται από δύο μόνο άλλες μεταβλητές το πολύ
σε κάθε βήμα.

Παράδειγμα
Η γλώσσα

SÑ SaS|b

μετατρέπεται αρχικά σε
SÑ SCaS|b, Ca Ñ a

και, εν τέλει, σε
SÑ SD1|b, Ca Ñ a, D1 Ñ CaS
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Απλοποίηση c.f. γραμματικών

Chomsky Normal Form II

Θεώρημα (Κανονική μορφή Chomsky, CNF)
Κάθε c.f. ώσσα χρίς το ε παράεται από μια ραμματική στην οποία όες οι παραές είναι
της μορφής AÑ BC ή AÑ a. όπου A, B, C μεταβητές και a τερματικό.

Παράδειγμα: Έστω η γραμματική G1 = (V, T, P, S), V = tS,A,Bu, T = ta, bu και P:

SÑ aB|bA

AÑ a|aS|bAA

BÑ b|bS|aBB

σύμφωνα με το πιο πάνω θεώρημα, η G2 = (V1, T, P1, S) θα έχει V1 = VY tCa,Cbu και P1:

SÑ CaB|CbA
AÑ a|CaS|CbAA

BÑ b|CbS|CaBB

Ca Ñ a

Cb Ñ b
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Απλοποίηση c.f. γραμματικών

Chomsky Normal Form III

τέλος μετατρέπουμε την G2 στην G3 = (V2, T, P2, S), η οποία είναι σε CNF, και έχει
V2 = V1 Y tD1,D2u και P2:

SÑ CaB|CbA

AÑ a|CaS|CbD1

D1 Ñ AA

BÑ b|CbS|CaD2

D2 Ñ BB

Ca Ñ a

Cb Ñ b
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Απλοποίηση c.f. γραμματικών

Greibach Normal Form I

Η ιδέα πίσω από την κανονική μορφή Greibach (GNF) είναι να μετατρέψουμε τους κανόνες
παραγωγής με τέτοιο τρόπο ώστε το αποτέλεσμα μιας αντικατάστασης μιας μεταβλητής,
σύμφωνα με τους κανόνες παραγωγής, να έχει πάντοτε ως πρώτο σύμβολο ένα τερματικό.

Παράδειγμα
Μια γραμματική με κανόνες παραγωγής:

SÑ Sac|Sc|da

μετατρέπεται σε

SÑ da

SÑ daB

BÑ ac|c

BÑ acB|cB
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Απλοποίηση c.f. γραμματικών

Greibach Normal Form II

Λήμμα

Έστ μια c.f. ραμματική G. Έστ επιπέον AÑ α1Bα2 μια παραή στο P και
BÑ β1|β2| . . . |βr όες οι B-παραές. Ονομάζουμε G1 = (V, T, P1, S) την ραμματική που
προκύπτει από την G αν αφαιρέσουμε την παραή AÑ α1Bα2 και στη θέση της προσθέσουμε
τις παραές AÑ α1β1α2|α1β2α2| . . . |α1βrα2. Τότε ισχύει L(G) = L(G1).

Λήμμα

Έστ μια c.f. ραμματική G = (V, T, P, S). Έστ επίσης AÑ Aα1|Aα2| . . . |Aαr όες οι
A-παραές στις οποίες το A είναι το αριστερότερο σύμβοο στο δεξί μέος μιας παραής (left
recursion) και AÑ β1|β2| . . . |βs οι υπόοιπες A-παραές. Ονομάζουμε G1 = (VY tBu, T, P1, S)
την c.f. ραμματική που προκύπτει από την G προσθέτοντας την μεταβητή B στο V και
αντικαθιστώντας όες τις A-παραές με τις παραές:

#

AÑ β1|β2| . . . |βs|β1B|β2B| . . . |βsB
BÑ α1|α2| . . . |αr|α1B|α2B| . . . |αrB

Τότε L(G1) = L(G).
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Απλοποίηση c.f. γραμματικών

Greibach Normal Form III

Θεώρημα (Κανονική μορφή Greibach, GNF)
Κάθε c.f. ώσσα χρίς το ε παράεται από μια ραμματική στην οποία όες οι παραές είναι
της μορφής AÑ aα, όπου α P V˚, a P T.

Απόδειξη:
Βήμα πρώτο. Μετατρέπουμε επαγωγικά τις παραγωγές έτσι ώστε αν Ai Ñ Ajγ, γ P V˚ είναι μια
παραγωγή, τότε j ą i.

Έστω ότι όλες οι Ai-παραγωγές με 1 ď i ă k, για κάποιο k, έχουν τροποποιηθεί έτσι ώστε αν
Ai Ñ Ajγ είναι μια παραγωγή, τότε j ą i (επαγωγική υπόθεση). Θα τροποποιήσουμε τώρα τις Ak
παραγωγές έτσι ώστε να έχουν και αυτές την επιθυμητή ιδιότητα. Αν Ak Ñ Ajγ είναι μια
παραγωγή με j ă k και Aj Ñ β1|β2| . . . |βr, δημιουργούμε ένα νέο σύνολο παραγωγών
αντικαθιστώντας το Aj με το δεξί μέλος κάθε Aj παραγωγής, σύμφωνα με το πρώτο λήμμα. Έτσι
λαμβάνουμε τις παραγωγές

Ak Ñ β1γ|β2γ| . . . |βrγ

Τώρα μεγάλωσε ο δείκτης της πρώτης μεταβλητής των Ak-παραγωγών.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Απλοποίηση c.f. γραμματικών

Greibach Normal Form IV

Επαναλαμβάνοντας αυτή τη διαδικασία το πολύ k´ 1 φορές, καταλήγουμε σε παραγωγές της
μορφής Ak Ñ Aℓγ, ℓ ě k. Οι παραγωγές με ℓ = k (left recursion) αντικαθίστανται στη συνέχεια
σύμφωνα με το δεύτερο λήμμα, εισάγοντας μια νέα μεταβλητή Bk. Προσθέτουμε λοιπόν κανόνες
παραγωγής της μορφής Bk Ñ γ, Bk Ñ γBk και Ak Ñ βBk, για κάθε παραγωγή της μορφής Ak Ñ β
που το β δεν ξεκινά με Ak.

Επαναλαμβάνοντας την πιο πάνω διαδικασία για κάθε μεταβλητή του V, καταλήγουμε να έχουμε
μόνο παραγωγές με μορφή μια από τις παρακάτω:

1 Ai Ñ Ajγ, όπου j ą i,
2 Ai Ñ aγ, όπου a P T,
3 Bi Ñ γ, όπου και εδώ αλλά και πριν γ P (VY tB1,B2, . . . , Bi´1u)˚
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Απλοποίηση c.f. γραμματικών

Greibach Normal Form V

Βήμα δεύτερο. Παρατηρούμε ότι το αριστερότερο σύμβολο στη δεξιά πλευρά κάθε Am-παραγωγής
πρέπει να είναι τερματικό, καθώς η Am είναι αριθμημένη με τον μεγαλύτερο δείκτη. Το αριστερότερο
σύμβολο στη δεξιά πλευρά κάθε Am´1-παραγωγής θα πρέπει να είναι είτε Am είτε κάποιο τερματικό
σύμβολο. Όπου είναι Am, μπορούμε να κατασκευάζουμε νέες παραγωγές αντικαθιστώντας το Am
σύμφωνα με το πρώτο λήμμα. Αυτές οι παραγωγές θα έχουν δεξιά μέλη που θα ξεκινούν με
τερματικά σύμβολα. Με τον ίδιο τρόπο, προχωρούμε στη συνέχεια στις παραγωγές των Am´2,
Am´3, …A2,A1, μέχρι το δεξί μέλος κάθε παραγωγής να ξεκινά με κάποιο τερματικό σύμβολο.

Βήμα τρίτο Τέλος, ελέγχουμε τις παραγωγές των νέων μεταβλητών B1, B2,…, Bm. Αφού
ξεκινήσαμε με μια γραμματική σε CNF, είναι εύκολο να δείξουμε με επαγωγή στον αριθμό των
εφαρμογών των λημμάτων ότι το δεξί μέλος κάθε Bi-παραγωγής θα ξεκινάει είτε με κάποιο
τερματικό είτε με κάποιο Aj. Oπότε, άλλη μία εφαρμογή του πρώτου λήμματος, για να
μετατραπούν οι παραγωγές της μορφής Bi Ñ Ajγ, ολοκληρώνει την κατασκευή.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Απλοποίηση c.f. γραμματικών

Greibach Normal Form VI
Παράδειγμα:
Έστω η γραμματική G = (tA1,A2,A3u, ta, bu, P,A1), όπου το P περιέχει τους εξής κανόνες
παραγωγής:

A1 Ñ A2A3

A2 Ñ A3A1|b
A3 Ñ A1A2|a

σε Chomsky Normal Form.

Βήμα πρώτο. Οι παραγωγές για A1,A2 έχουν την επιθυμητή μορφή, ενώ η A3 Ñ A1A2 όχι, καθώς
ξεκινάει με μεταβλητή μικρότερου δείκτη. Εφαρμόζοντας το πρώτο λήμμα παίρνουμε

A3 Ñ A2A3A2|a

που επίσης δεν είναι στην επιθυμητή μορφή, άρα ξαναεφαρμόζουμε το πρώτο λήμμα και παίρνουμε

A3 Ñ A3A1A3A2|bA3A2|a

Τώρα έχουμε A3 Ñ A3γ (left recursion), άρα εφαρμόζουμε το δεύτερο λήμμα. Εισάγουμε μια
καινούρια μεταβλητή B3 και οι κανόνες παραγωγής γίνονται:

A3 Ñ bA3A2B3|aB3|bA3A2|a

B3 Ñ A1A3A2|A1A3A2B3
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Απλοποίηση c.f. γραμματικών

Greibach Normal Form VII

Βήμα δεύτερο. Τώρα όλες οι A3-παραγωγές ξεκινούν με τερματικά. Για να συμβεί το ίδιο και στις
υπόλοιπες Ai μεταβλητές, εφαρμόζουμε επαναληπτικά το πρώτο λήμμα. Η διόρθωση των
A2-παραγωγών δίνει:

A2 Ñ bA3A2B3A1 A2 Ñ bA3A2A1

A2 Ñ aB3A1 A2 Ñ aA1

A2 Ñ b

Ενώ η διόρθωση των A1-παραγωγών:

A1 Ñ bA3A2B3A1A3 A1 Ñ bA3A2A1A3

A1 Ñ aB3A1A3 A1 Ñ aA1A3

A1 Ñ bA3
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Απλοποίηση c.f. γραμματικών

Greibach Normal Form VIII

Βήμα τρίτο. Οι B3 παραγωγές μετατρέπονται με εφαρμογή του πρώτου λήμματος σε κανονική
μορφή, προσθέτοντας έτσι άλλες 10 παραγωγές. Το τελικό σύνολο από παραγωγές είναι το εξής:

A3 Ñ bA3A2B3|bA3A2|aB3|a
A2 Ñ bA3A2B3A1|bA3A2A1|aB3A1|aA1|b

A1 Ñ bA3A2B3A1A3|bA3A2A1A3|aB3A1A3|aA1A3|bA3

B3 Ñ bA3A2B3A1A3A3A2B3|bA3A2B3A1A3A3A2

B3 Ñ aB3A1A3A3A2B3|aB3A1A3A3A2

B3 Ñ bA3A3A2B3|bA3A3A2

B3 Ñ bA3A2A1A3A3A2B3|bA3A2A1A3A3A2

B3 Ñ aA1A3A3A2B3|aA1A3A3A2
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Αυτόματα στοίβας (pushdown automata)

Εισαγωγή στα PDA I

Ένα αυτόματο στοίβας (push down automaton ή για συντομία PDA) αποτελείται από μία ταινία
εισόδου, αλλά επιπλέον, σε σχέση με τα FA, έχει και μία στοίβα (μη φραγμένη σε μέγεθος μνήμη,
αλλά με περιορισμένες δυνατότητες πρόσβασης σε αυτήν).

Η πρόσβαση στην στοίβα γίνεται μόνον στην κορυφή αυτής με τις εξής δύο λειτουργίες:

1 push: Τοποθετεί ένα στοιχείο που δίνεται στην κορυφή της στοίβας.
2 pop: Αφαιρεί ένα στοιχείο για χρήση από την κορυφή της στοίβας.

Παρατήρηση
Είναι προφανές ότι αν κάποιο στοιχείο βρίσκεται βαθιά μέσα στην στοίβα, δηλαδή αφού έχει μπει
στην στοίβα με push, έχουν επίσης μπει με push άλλα στοιχεία πάνω από αυτό, προκειμένου να
έχουμε πρόσβαση σε αυτό θα πρέπει να κάνουμε pop σε όλα τα στοιχεία που είναι από πάνω του.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Αυτόματα στοίβας (pushdown automata)

Εισαγωγή στα PDA II
Παράδειγμα:

Θεωρήστε την γλώσσα L = twcwR | w P (0 + 1)˚u. Για παράδειγμα 110c011 P L. Να πώς
μπορούμε να αναγνωρίσουμε την παραπάνω γλώσσα με ένα PDA:

1 push(a) στην στοίβα για κάθε 0 που συναντάς στην είσοδο,
push(b) στην στοίβα για κάθε 1 που συναντάς στην είσοδο,
μέχρι να συναντήσεις το c

2 διάβασε το c,
κάνε pop τα στοιχεία της στοίβας και διάβαζε παράλληλα την είσοδο,
αποδέξου αν υπάρχει συμφωνία των στοιχείων εισόδου με τα στοιχεία της στοίβας (a με 0, b
με 1).

Η συμβολοσειρά 110c011 γίνεται αποδεκτή ως εξής:

q0, 110c011,
∣∣∣ ∣∣∣ $M q0, 10c011,

∣∣∣
b

∣∣∣ $M q0, 0c011,
∣∣∣b
b

∣∣∣ $M q0, c011,
∣∣∣ab
b

∣∣∣
$M q2, 011,

∣∣∣ab
b

∣∣∣ $M q2, 11,
∣∣∣b
b

∣∣∣ $M q2, 1,
∣∣∣
b

∣∣∣ $M q2, ,
∣∣∣ ∣∣∣

Αντιθέτως, η συμβολοσειρά 01c01 δεν γίνεται αποδεκτή. Ένας υπολογισμός είναι μία πεπερασμένη
ακολουθία από configurations ή στιμιαίες περιραφές.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Αυτόματα στοίβας (pushdown automata)

Τυπικός ορισμός PDA

Ορισμός
Ένα αυτόματο στοίβας (push down automaton ή για συντομία PDA) είναι μία πλειάδα
M = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, F), όπου:

Q: πεπερασμένο σύνολο καταστάσεων,
Σ: αλφάβητο εισόδου,
Γ: αλφάβητο στοίβας,
δ: Qˆ (ΣY tεu)ˆ ΓÑ Pow(Qˆ Γ˚) (πεπερασμένα υποσύνολα), η συνάρτηση μετάβασης
(επιτρέπονται ε-κινήσεις και μη ντετερμινισμός),
q0 P Q: αρχική κατάσταση,
Z0 P Γ: αρχικό σύμβολο στην στοίβα,
F Ď Q: τελικές καταστάσεις.

Υπάρχουν δύο είδη PDA ως προς το αποδέχεσθαι:

1 αποδέξου όταν βρίσκεσαι σε τελική κατάσταση αφού έχεις διαβάσει όλη την ταινία εισόδου,
ανεξάρτητα από το τι υπάρχει στην στοίβα, ή,

2 αποδέξου όταν η στοίβα είναι άδεια αφού έχεις διαβάσει όλη την ταινία εισόδου, ανεξάρτητα
από την κατάσταση στην οποία ευρίσκεσαι (σύμβαση: F =H).
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Αυτόματα στοίβας (pushdown automata)

Ερμηνεία της συνάρτησης μετάβασης δ I

δ(q, a, z) = t(q1, γ1), (q2, γ2), . . . , (qm, γm)u όπου

q, q1, q2, . . . , qm P Q

a P ΣY tεu

z P Γ: αλφάβητο στοίβας,
γ1, γ2, . . . , γm P Γ˚

Επίλεξε ένα από τα (qi, γi) μη ντετερμινιστικά:

η επόμενη κατάσταση είναι η qi
κάνε pop το z από την στοίβα και κάνε push όλο το γi (το τελευταίο σύμβολο πρώτα). Για
παράδειγμα:

γi = abc :
∣∣∣z
˚

∣∣∣Ñ ∣∣∣abc
˚

∣∣∣ γi = ε :
∣∣∣z
˚

∣∣∣Ñ ∣∣∣
˚

∣∣∣
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Αυτόματα στοίβας (pushdown automata)

Ερμηνεία της συνάρτησης μετάβασης δ II

Παράδειγμα
PDA που αποδέχεται την twcwR | w P (0 + 1)˚u:

M = (tq0, q2u, t0, 1, cu, ta, b,Bu, δ, q0,B,H), όπου δ:

δ(q0, 0,
B
a
b
) = t(q0, a

B
a
b
)u, δ(q0, 1,

B
a
b
) = t(q0, b

B
a
b
)u, δ(q0, c,

B
a
b
) = t(q2,

B
a
b
)u

δ(q2, 0, a) = t(q2, ε)u, δ(q2, 1, b) = t(q2, ε)u, δ(q2, ε, B) = t(q2, ε)u

(Είναι ντετερμινιστικό!) Ένας υπολογισμός τυπικά:

(q0, 110c011,B) $ (q0, 10c011, bB) $ (q0, 0c011, bbB) $ (q0, c011, abbB)
$ (q2, 011, abbB) $ (q2, 11, bbB) $ (q2, 1, bB) $ (q2, ε, B) $ (q2, ε, ε)
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Αυτόματα στοίβας (pushdown automata)

Γλώσσα που αποδέχεται ένα PDA

Ας ορίσουμε τυπικά και την γλώσσα που αποδέχεται ένα PDA:

Ορισμός
1 Γλώσσα που αποδέχεται σε τελική κατάσταση
Lf(M) = tw | (q0,w, Z0)

˚
$
M

(q, ε, γ)^ q P Fu

2 Γλώσσα που αποδέχεται με κενή στοίβα
Le(M) = tw | (q0,w, Z0)

˚
$
M

(q, ε, ε) }
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Αυτόματα στοίβας (pushdown automata)

Ντετερμινισμός και μη

Προκειμένου να γίνει αποδεκτή η L1 = twwR | w P (0 + 1)˚u χωρίς το σημάδι c στην μέση της
συμβολοσειράς χρειαζόμαστε απαραιτήτως ένα μη ντετερμινιστικό PDA. Τα μη ντετερμινιστικά
PDA είναι γνησίως πιο ισχυρά από τα ντετερμινιστικά.

’Ασκηση. Κατασκευάστε PDA που αποδέχεται την L1.

Σε ένα ντετερμινιστικό PDA δεν υπάρχουν επιλογές, αλλά επιτρέπουμε ε-κινήσεις. Αν μία ε-κίνηση
είναι δυνατή δεν είναι δυνατή καμμία άλλη κίνηση. Τυπικά:

Ορισμός
Ένα PDA είναι ντετερμινιστικό όταν:

1 |δ(q, a, z)| ď 1 για κάθε q P Q, a P ΣY tεu, z P Γ και
2 για κάθε q P Q, a P Σ, z P Γ, αν δ(q, ε, z) ‰ H, τότε δ(q, a, z) =H.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Αυτόματα στοίβας (pushdown automata)

Ισοδυναμία PDA με διαφορετικές αποδοχές I

Ας θυμηθούμε τις δύο γλώσσες αποδοχής που αντιστοιχούν σε ένα PDA:

Lf(M) = tw | (q0,w, Z0)
˚
$
M

(q, ε, γ)^ q P Fu

Le(M) = tw | (q0,w, Z0)
˚
$
M

(q, ε, ε)u

Θα χρησιμοποιήσουμε μία επιπλέον γλώσσα αποδοχής:

L(M) = tw | (q0,w, Z0)
˚
$
M

(q, ε, ε)^ q P Fu

Προφανώς, σε αυτήν το αυτόματο αποδέχεται όταν ταυτόχρονα αφού έχει διαβάσει όλη την είσοδο
βρίσκεται σε τελική κατάσταση και επιπλέον η στοίβα είναι άδεια.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Αυτόματα στοίβας (pushdown automata)

Ισοδυναμία PDA με διαφορετικές αποδοχές II

Θεώρημα
Τα παρακάτ είναι ισοδύναμα ια μία ώσσα L:

1 L = Lf(M2), M2 είναι PDA.
2 L = Le(M1), M1 είναι PDA.
3 L = L(Mb), Mb είναι PDA.
4 L = Lf(Ma) = Le(Ma) = L(Ma), Ma είναι PDA.
5 Η L είναι ώσσα χρίς συμφραζόμενα (context free).

Απόδειξη: Θα δείξουμε τις εξής κατευθύνσεις:

1 ðñ 4, 2 ðñ 4, 3 ðñ 4, 4 ðñ 5

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 262 / 422



.
.
.

.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Αυτόματα στοίβας (pushdown automata)

Ισοδυναμία PDA με διαφορετικές αποδοχές III

1 ùñ 4: Κατασκευάζουμε pda Ma που εξομοιώνει το M2. Το Ma θα πρέπει να αδειάζει την
στοίβα όταν το M2 φτάνει σε τελική κατάσταση (χρησιμοποιούμε την κατάσταση qe για αυτόν τον
λόγο). Ακόμη χρησιμοποιούμε ένα στοιχείο X0 στον πάτο της στοίβας έτσι ώστε το αυτόματο να
μην αποδέχεται σε οποιαδήποτε άλλη περίπτωση. Τέλος, χρησιμοποιούμε μία νέα τελική
κατάσταση qf προκειμένου να έχουμε και τις δύο συνθήκες τερματισμού ταυτόχρονα.

Ma = (QY tq1
0, qe, qfu,Σ,ΓY tX0u, δ

1, q1
0,X0, tqfu)

1 πρώτη μετάβαση:
δ1(q1

0, ε,X0) = t(q0, Z0X0)u

2 όλες οι παλιές μεταβάσεις:
δ1(q, a, z) Ě δ(q, a, z), για κάθε q P Q, a P ΣY tεu, z P Γ

3 μεταβάσεις για άδειασμα στοίβας:
δ1(q, a, z) Q (qe, ε), για κάθε q P FY tqeu, z P Γ

4 τελική μετάβαση:
δ1(q, ε,X0) = t(qf, ε)u, για κάθε q P FY tqeu
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Αυτόματα στοίβας (pushdown automata)

Ισοδυναμία PDA με διαφορετικές αποδοχές IV
Θα δείξουμε Lf(M2) = Le(Ma) = Lf(Ma) = L(Ma). Έστω x P Lf(M2), δηλαδή ισχύει:
(q0, x, Z0)

˚
$
M2

(q, ε, γ)^ q P F. Τότε θα έχουμε

(q1
0, x,X0) $

Ma
(q0, x, Z0X0)

˚
$
Ma

(q, ε,X0)
˚
$
Ma

(qe, ε,X0) $
Ma

(qf, ε, ε) και επομένως το x ανήκει σε κάθε
ένα από τα Le(Ma), Lf(Ma), L(Ma). Παρόμοια δείχνουμε και τις άλλες συμπεριλήψεις. ♢

2 ùñ 4: Κατασκευάζουμε pda Ma που εξομοιώνει το M1. Το Ma θα πρέπει να μπαίνει στην
τελική κατάσταση όταν το M1 αδειάζει την στοίβα του. Χρησιμοποιούμε ένα νέο στοιχείο X0 στον
πάτο της στοίβας έτσι ώστε να έχουμε και τις δύο συνθήκες τερματισμού ταυτόχρονα.

Ma = (QY tq1
0, qfu,Σ,ΓY tX0u, δ

1, q1
0,X0, tqfu)

1 πρώτη μετάβαση:
δ1(q1

0, ε,X0) = t(q0, Z0X0)u

2 όλες οι παλιές μεταβάσεις:
δ1(q, a, z) Ě δ(q, a, z), για κάθε q P Q, a P ΣY tεu, z P Γ

3 τελική μετάβαση:
δ1(q, ε,X0) = t(qf, ε)u, για κάθε q P Q
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Αυτόματα στοίβας (pushdown automata)

Ισοδυναμία PDA με διαφορετικές αποδοχές V

Τελικά, όπως παραπάνω δείχνουμε Le(M1) = Lf(Ma) = Le(Ma) = L(Ma). ♢

3 ùñ 4: Χρησιμοποιούμε ένα νέο στοιχείο X0 στον πάτο της στοίβας και μία νέα (μοναδική)
τελική κατάσταση qf για να αποφύγουμε την περίπτωση να ισχύει μόνον μία συνθήκη τερματισμού.

Η κατασκευή είναι παρόμοια με αυτήν του 2 ùñ 4. Η μόνη διαφορά είναι στο 3. (τελική
μετάβαση), όπου το “για κάθε q P Q” γίνεται “για κάθε τελική κατάσταση (q P F)”. ♢

Τα 4 ùñ 1, 4 ùñ 2, 4 ùñ 3 είναι προφανή. ♢

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 265 / 422



.
.
.

.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Αυτόματα στοίβας (pushdown automata)

Ισοδυναμία PDA με διαφορετικές αποδοχές VI
5 ùñ 4: Έστω ότι δίνεται γραμματική χωρίς συμφραζόμενα G τέτοια ώστε ε R L(G) (σε αντίθετη
περίπτωση η κατασκευή μας είναι ελαφρά διαφορετική). Υποθέτουμε επίσης ότι δίνεται σε κανονική
μορφή Greibach. Κατασκευάζουμε ένα pda Ma που εξομοιώνει αριστερότερες ακολουθίες
παραγωγών της G:

Ma = (tq0u, T,V, δ, q0, S, tq0u)

και για την συνάρτηση μετάβασης:

(q0, γ) P δ(q0, a,A) ανν (AÑ aγ) P P (μη ντετ.)

Τότε για x P T˚, α P V˚ ισχύει:

S
˚
ñ xα ανν (q0, x, S)

˚
$
Ma

(q0, ε, α)

Η κατεύθυνση “ð” αποδεικνύεται με επαγωγή στο πλήθος των υπολογιστικών βημάτων και η “ñ”
με επαγωγή στο πλήθος των βημάτων της ακολουθίας παραγωγής. Επομένως:
S

˚
ñ x ανν (q0, x, S)

˚
$
Ma

(q0, ε, ε), δηλαδή x P L(G) ανν x P L(Ma). ♢

4 ùñ 5: Έστω pda Ma = (Q,Σ,Γ, δ, q0, Z0, qf). Θα δείξουμε ότι για την L = L(Ma) υπάρχει
γραμματική χωρίς συμφραζόμενα. Μάλιστα, την κατασκευάζουμε ως εξής:

G = (V, T, P, S), με T = Σ, V = tSu Y (Qˆ Γˆ Q)
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Αυτόματα στοίβας (pushdown automata)

Ισοδυναμία PDA με διαφορετικές αποδοχές VII

και σύνολο κανόνων παραγωγής P, οι οποίοι αποσκοπούν στο [q,A, qf]
˚
ñG x ανν

(q, x,A)
˚
$
Ma

(qf, ε, ε), δηλαδή το Ma πηγαίνει από την κατάσταση q στην κατάσταση qf
επεξεργαζόμενο την συμβολοσειρά x και σβήνοντας το A από την στοίβα. Συγκεκριμένα:

1 SÑ [q0, Z0, qf]
2 Για κάθε q, qm+1 P Q, A P Γ, a P ΣY tεu:

[q,A, qm+1]Ñ a[q1,B1, q2][q2,B2, q3] . . . [qm,Bm, qm+1]

για κάθε συνδυασμό καταστάσεων q2, . . . , qm αν και μόνον αν ισχύει
δ(q, a,A) Q (q1,B1 . . . Bm). (Π.χ. για m = 0: [q,A, q1]Ñ a.)

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 267 / 422



.
.
.

.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Αυτόματα στοίβας (pushdown automata)

Ισοδυναμία PDA με διαφορετικές αποδοχές VIII

δ(q, a,A) = t(q1,B1 . . . Bm)u

[q,A, qm+1]Ñ a[q1,B1,˚][˚,B2, #][# . . . ] . . . [. . . ?][?,Bm, qm+1]

@ κατάσταση @ συνδυασμό

Σχήμα: Κατασκευή κανόνα παραγωγής από κανόνα μετάβασης

Πλέον αρκεί να δείξουμε με επαγωγή στο πλήθος των υπολογιστικών βημάτων και το μήκος της
ακολουθίας παραγωγών ότι ισχύει: [q,A, p] ˚

ñG x ανν (q, x,A)
˚
$
Ma

(p, ε, ε) κι επομένως

[q0, Z0, qf]
˚
ñG x ανν (q0, x, Z0)

˚
$
Ma

(qf, ε, ε) και άρα S
˚
ñG x ανν (q0, x, Z0)

˚
$
Ma

(qf, ε, ε), δηλαδή
L(G) = L(Ma).
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Αυτόματα στοίβας (pushdown automata)

Ισοδυναμία PDA με διαφορετικές αποδοχές IX
Παράδειγμα:

Έστω το pda:

M = (tq0, qfu, t0, 1u, tX, Z0u, δ, q0, Z0, tqfu),

όπου:

δ(q0, 0, Z0) = tq0,XZ0u, δ(q0, 0,X) = tq0,XXu,

δ(q0, 1,X) = δ(qf, 1,X) = δ(qf, ε,X) = δ(qf, ε, Z0) = tqf, εu.

Το pda λειτουργεί ως εξής: push(X) όσο συναντάς 0 και μετά pop(X) όσο συναντάς 1 ή αν φτάσεις
στο τέλος της εισόδου μέχρι να αδειάσει η στοίβα. Η γλώσσα που αναγνωρίζεται από το pda είναι:

L(M) = t0m1n | m ě n ě 1u.

Θα κατασκευάσουμε γραμματική G = (V, T, P, S) που παραγάγει την L(M) με την μέθοδο της
προηγούμενης απόδειξης. Για λόγους αναγνωσιμότητας έχουν παραλειφθεί τα κόμματα στις
τριάδες. Έχουμε T = t0, 1u και

V = tS, [q0Xq0], [q0Xqf], [qfXq0], [qfXqf], [q0Z0q0], [q0Z0qf], [qfZ0q0], [qfZ0qf]u
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Αυτόματα στοίβας (pushdown automata)

Ισοδυναμία PDA με διαφορετικές αποδοχές X

Οι κανόνες παραγωγής P είναι:

SÑ [q0Z0qf] (1)
[q0Z0qf]Ñ 0[q0Xq0][q0Z0qf]

[q0Z0qf]Ñ 0[q0Xqf][qfZ0qf]

+

αφού δ(q0, 0, Z0) = tq0,XZ0u (2)

[q0Xq0]Ñ 0[q0Xq0][q0Xq0]

[q0Xq0]Ñ 0[q0Xqf][qfXq0]

+

αφού δ(q0, 0,X) = tq0,XXu (3)

[q0Xqf]Ñ 1 αφού δ(q0, 1,X) = tqf, εu (4)
[qf0qf]Ñ ε αφού δ(qf, ε, Z0) = tqf, εu (5)
[q0Xqf]Ñ 0[q0Xq0][q0Xqf]

[q0Xqf]Ñ 0[q0Xqf][qfXqf]

+

αφού δ(q0, 0,X) = tq0,XXu (6)

[qfXq0]Ñ πουθενά αφού δ(qf, ...) = tq0, ..u δεν ορίζεται (7)

[qfXqf]Ñ ε | 1 αφού δ(qf,
ε

1
,X) = tqf, εu (8)
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Αυτόματα στοίβας (pushdown automata)

Ισοδυναμία PDA με διαφορετικές αποδοχές XI

Αν παραλείψουμε τα μη παραγωγικά σύμβολα ([qfXq0], [q0Xq0]) και τις παραγωγές στις οποίες
εμφανίζονται και θέτοντας:

S ” [q0Z0qf], A ” [q0Xqf], B ” [qfZ0qf], C ” [qfXqf],

προκύπτει η γραμματική:

SÑ 0AB, AÑ 0AC | 1, BÑ ε, CÑ ε | 1,

η οποία απλοποιείται στην:
SÑ 0A, AÑ 0A | 0A1 | 1,

και τελικά στην:
SÑ 0S | 0S1 | 01,

οπότε προφανώς L(G) = L(M).
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Αυτόματα στοίβας (pushdown automata)

Ισοδυναμία PDA με διαφορετικές αποδοχές XII

Εναλλακτικές αποδείξεις:

Μία άλλη ιδέα για κατασκευή pda δεδομένης γραμματικής χωρίς συμφραζόμενα, μόνον
με μία κατάσταση στο pda: Ma = (tq0u,T,TY V, δ, q0, S, tq0u)

1 δ(q0, ε,A) Q (q0, γ) ανν (AÑ γ) P P,
2 δ(q0, a, a) Q (q0, ε), για κάθε a P T.

Δείχνουμε S ˚
ñG x ανν (q0, x, S)

˚
$
Ma

(q0, ε, ε).
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Αυτόματα στοίβας (pushdown automata)

Ισοδυναμία PDA με διαφορετικές αποδοχές XIII
Στο βιβλίο του ο Sipser παριστάνει τα pda με διαγράμματα παρόμοια με αυτά των FA:
οι καταστάσεις παριστάνονται μέσα σε κύκλο ενώ οι μεταβάσεις με βέλη που είναι
επιγεγραμμένα με παραστάσεις της μορφής x/yÑ z και σημαίνουν διάβασε το x από
την είσοδο αν υπάρχει το y στην κορυφή της στοίβας, pop(y) από την στοίβα και
push(z) στην στοίβα. Έτσι, δεδομένης γραμματικής G το αντίστοιχο pda είναι:

q0 q qf
ε/εÑ S$ ε/$Ñ ε

ε/AÑ γ για (AÑ γ) P P a/aÑ ε για a P T

Επίσης, για την κατασκευή γραμματικής χωρίς συμφραζόμενα δεδομένου pda ο Sipser
χρησιμοποιεί μη τερματικά σύμβολα: V = tApq | p, q P Qu και κανόνες της μορφής:

(r, t) P δ(p, a, ε)
(q, ε) P δ(s, b, t)

*

: Apq Ñ aArsb

Apq Ñ AprArq

App Ñ ε
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες c.f. γλωσσών

Pumping λήμματα για c.f. γλώσσες I

Λήμμα (Pumping Lemma για c.f. γλώσσες)
Αν L είναι μία ώσσα χρίς συμφραζόμενα τότε υπάρχει n P N τέτοιο ώστε ια κάθε z P L με
|z| ě n υπάρχουν u, v, w, x, y P Σ˚ τέτοια ώστε:

z = uvwxy^ |vwx| ď n^ |vx| ě 1^ (@i P N : uviwxiy P L)

Απόδειξη:

Έστω G γραμματική σε κανονική μορφή Chomsky που παράγει την L´ tεu. Έστω k = |V|
(= πλήθος των μη τερματικών συμβόλων). Θεωρούμε n = 2k και |z| ě n. Ένα συντακτικό δένδρο
για το z έχει ύψος μεγαλύτερο ή ίσο του log n+ 1 = k+ 1, επομένως υπάρχει κάποιο μονοπάτι από
την ρίζα S σε ένα φύλλο του συντακτικού δένδρου με μήκος μεγαλύτερο ή ίσο του k+ 1. Θεωρούμε
το μακρύτερο τέτοιο μονοπάτι P. Διατρέχουμε αυτό το μονοπάτι από το φύλλο προς την ρίζα και
βρίσκουμε το πρώτο μη τερματικό σύμβολο, που επαναλαμβάνεται, έστω A (σίγουρα κάποιο μη
τερματικό επαναλαμβάνεται επειδή υπάρχουν μόνον k διαφορετικά μη τερματικά).
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες c.f. γλωσσών

Pumping λήμματα για c.f. γλώσσες II

z = w

A

S

A

u v x y

Σχήμα: Συντακτικό δένδρο pumping λήμματος
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες c.f. γλωσσών

Pumping λήμματα για c.f. γλώσσες III

Στο συντακτικό δένδρο του σχήματος έχουμε |vwx| ď n, επειδή το A είναι το πρώτο μη τερματικό
από το φύλλο που επαναλαμβάνεται και |vx| ě 1 επειδή το συντακτικό δένδρο προκύπτει από
γραμματική σε μορφή Chomsky (άρα δυαδικό).

Έτσι, A ˚
ñ vAx και A ˚

ñ w. Επομένως, θα έχουμε και A ˚
ñ viwxi για κάθε i P N καθώς και

S
˚
ñ uviwxiy, δηλαδή uviwxiy P L για κάθε i P N.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες c.f. γλωσσών

Pumping λήμματα για c.f. γλώσσες IV
Όπως, και στις κανονικές γλώσσες, το παραπάνω pumping λήμμα μας βοηθάει να αποδείξουμε ότι
κάποιες γλώσσες δεν είναι context free.

Παράδειγμα

L = taibici | i P Nu. Ας υποθέσουμε ότι η L είναι c.f. Τότε θεωρώντας το n του pumping λήμματος
επιλέγουμε z = anbncn. Τότε θα υπάρχουν uvwxy = z με |vwx| ď n και |vx| ě 1.
Διακρίνουμε περιπτώσεις για το vwx και ελέγχουμε αν uwy P L (δηλαδή το uviwxiy για i = 0 από
το P.L.)

1 vwx = ak, τότε το uwy έχει περισσότερα c από a.
2 vwx = akbl, τότε το uwy έχει περισσότερα c από a ή b.
3 vwx = bk, τότε το uwy έχει περισσότερα c από b.
4 vwx = bkcl, τότε το uwy έχει περισσότερα a από b ή c.
5 vwx = ck, τότε το uwy έχει περισσότερα a από c.

Δηλαδή σε καμμία περίπτωση δεν έχουμε uwy P L. Άτοπο.

Το Pumping λήμμα μπορεί να χρησιμοποιηθεί παρομοίως, όπως παραπάνω, για να δειχθεί ότι η
γλώσσα taibjck | i ď j ď ku δεν είναι context free.

’Αλλο ένα παράδειγμα, κάπως διαφορετικής γλώσσας, είναι το εξής:
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες c.f. γλωσσών

Pumping λήμματα για c.f. γλώσσες V

Παράδειγμα

L = taibjcidj | i, j P Nu

Η παραπάνω γλώσσα επίσης δεν είναι context free. Παρομοίως, όπως παραπάνω, υποθέτουμε ότι
είναι c.f., οπότε θα ισχύει το Pumping λήμμα.
Για το n του P.L. θεωρούμε την z = anbncndn. Όπως παραπάνω, για κάθε πιθανό vwx (περιπτώσεις
ak, akbl, bk, bkcl, ck, ckdl, dk) δείχνουμε ότι uwy R L. Άτοπο.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες c.f. γλωσσών

Pumping λήμματα για c.f. γλώσσες VI

Το pumping λήμμα, αν και είναι πολύ χρήσιμο, υπάρχουν περιπτώσεις μη c.f. γλωσσών για τις
οποίες δεν βοηθάει. Για τέτοιες γλώσσες χρειαζόμαστε ένα γενικευμένο P.L. που να επιτρέπει να
κάνουμε pump επιλεκτικά σε προκαθορισμένες θέσεις.

Λήμμα (Ogden’s Lemma)
Αν L είναι μία ώσσα χρίς συμφραζόμενα τότε υπάρχει n P N τέτοιο ώστε ια κάθε
συμβοοσειρά z P L στην οποία σημαδεύουμε n ή περισσότερες θέσεις υπάρχουν u, v, w, x, y P Σ˚

τέτοια ώστε:
z = uvwxy^ το vwx έχει το πολύ n σημαδεμένες θέσεις ^

τα v και x έχουν το λιγότερο 1 σημαδεμένη θέση ^ (@i P N : uviwxiy P L)

Σκαρίφημα απόδειξης.
Παρόμοια με την απόδειξη του Pumping λήμματος. Θέτουμε n = 2k + 1. Θεωρούμε το
«μακρύτερο» μονοπάτι με τους περισσότερους απογόνους με σημαδεμένες θέσεις. Υπάρχουν
τουλάχιστον k+ 1 σημεία διακλάδωσης (σημεία όπου και οι δύο απόγονοι καταλήγουν σε
σημαδεμένη θέση) στο P. Επομένως, υπάρχει μη τερματικό που επαναλαμβάνεται και η απόδειξη
συνεχίζεται όπως στο P.L.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες c.f. γλωσσών

Pumping λήμματα για c.f. γλώσσες VII

Παράδειγμα
Θα αποδείξουμε ότι η L = taibjckdl | i = 0_ j = k = lu δεν είναι context free. Παρομοίως,
όπως παραπάνω, υποθέτουμε ότι είναι c.f., οπότε θα ισχύει το λήμμα του Ogden. Για το
n του Ogden θεωρούμε την z = abncndn, όπου σημαδεύουμε όλα τα b: abncndn. Τότε θα
υπάρχουν τα uvwxy = z του λήμματος του Ogden. Διακρίνουμε δύο περιπτώσεις:

1 το v ή το x περιέχουν δύο διαφορετικά σύμβολα, τότε το pumping καταστρέφει την
σειρά·

2 ένα από τα v, x περιέχει b και το άλλο άλλα σύμβολα, τότε το pumping
καταστρέφει το ισάριθμο των συμβόλων.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες c.f. γλωσσών

Ιδιότητες κλεισίματος I

Θεώρημα
Οι ώσσες χρίς συμφραζόμενα είναι κειστές ς προς ένση, παράθεση και κείσιμο Kleene.

Απόδειξη.
Έστω γραμματικές για γλώσσες χωρίς συμφραζόμενα με αξιώματα S1 και S2. Χωρίς βλάβη της
γενικότητας, υποθέτουμε ότι οι γραμματικές δεν έχουν κοινά μη τερματικά σύμβολα (αυτή η
υπόθεση γίνεται και στις παρακάτω αποδείξεις). Κατασκευάζουμε γραμματική με αρχικό σύμβολο
S, τους κανόνες των επί μέρους γραμματικών και έναν επιπλέον κανόνα για κάθε πράξη:

Y : SÑ S1 | S2
παράθεση : SÑ S1S2

˚ : SÑ S1S | ε
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες c.f. γλωσσών

Ιδιότητες κλεισίματος II

Θεώρημα
Οι ώσσες χρίς συμφραζόμενα είναι κειστές ς προς i) context free αντικατάσταση,
ii) ομομορφισμό και iii) αντίστροφο ομομορφισμό.

Απόδειξη.

i) Έστω η αντικατάσταση f : a ÞÑ La με La γλώσσα χωρίς συμφραζόμενα, για κάθε τερματικό
σύμβολο a της αρχικής γραμματικής. Έστω ότι η κάθε La περιγράφεται με γραμματική Ga με
αξίωμα Sa. Κατασκευάζουμε νέα γραμματική που περιέχει όλους τους κανόνες της αρχικής
γραμματικής G και των Ga και αντικαθιστούμε κάθε εμφάνιση των τερματικών συμβόλων της
G στους κανόνες της G με το αντίστοιχο αξίωμα Sa.

ii) Υποπερίπτωση του i).
iii) Έστω M pda που αποδέχεται την L και ομομορφισμός h : Σ1 Ñ Σ˚. Κατασκευάζουμε pda M1

που αποδέχεται την h´1(L). Το M1 με είσοδο a παράγει το h(a) και εξομοιώνει το h(a) στο
αυτόματο M. Κάτι τέτοιο είναι δυνατό δεδομένου του πεπερασμένου πλήθους των μη
τερματικών συμβόλων (οπότε η εξομοίωση κάθε συμβόλου αποθηκεύεται στον πεπερασμένο
έλεγχο του pda M1).
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες c.f. γλωσσών

Ιδιότητες κλεισίματος III

Θεώρημα
Οι ώσσες χρίς συμφραζόμενα δεν είναι κειστές ς προς i) τομή και ii) συμπήρμα.

Απόδειξη.

i) Αντιπαράδειγμα:

taibicj | i, j P Nu
c.f. γλώσσα

X taibjcj | i, j P Nu
c.f. γλώσσα

= taibici | i P Nu
όχι c.f.

(Βλέπε παράδειγμα σελ. 274 για την taibici | i P Nu.)
ii) Από το νόμο de Morgan: L1 X L2 = L1 Y L2, επειδή οι c.f. γλώσσες είναι κλειστές
ως προς ένωση, αν ήταν κλειστές και ως προς συμπλήρωμα, τότε θα ήταν και ως
προς τομή· άτοπο.

Παρ’ όλα αυτά, η τομή μίας γλώσσας χωρίς συμφραζόμενα με μία κανονική γλώσσα
είναι γλώσσα χωρίς συμφραζόμενα:
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες c.f. γλωσσών

Ιδιότητες κλεισίματος IV
Θεώρημα
Έστ L ώσσα χρίς συμφραζόμενα και R κανονική ώσσα. Τότε η LX R είναι
ώσσα χρίς συμφραζόμενα.

Ιδέα απόδειξης.
Κατασκευάζουμε ένα pda που εξομοιώνει παράλληλα το pda που αναγνωρίζει την L και
το fa (πεπερασμένο αυτόματο) που αναγνωρίζει την R.

Δίνουμε και μία εφαρμογή του παραπάνω θεωρήματος:

Παράδειγμα
Η L = tww | w P (a+ b)˚u δεν είναι c.f. Πράγματι η τομή της L με την κανονική γλώσσα
a˚b˚a˚b˚:

LX a˚b˚a˚b˚ = taibjaibj | i, j P Nu = L1

δεν είναι c.f. (Για το τελευταίο, θεωρήστε τον ομομορφισμό h(a) = h(c) = a,
h(b) = h(d) = b και δείτε ότι h´1(L1)X a˚b˚c˚d˚ = taibjcidj | i, j P Nu = L2 και για την
L2 έχουμε ήδη αποδείξει ότι δεν είναι c.f., σε προηγούμενο παράδειγμα.)
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες c.f. γλωσσών

Αλγόριθμοι για c.f. γλώσσες I

Θεώρημα
Υπάρχουν αόριθμοι που αποκρίνονται αν μία ώσσα χρίς συμφραζόμενα είναι α) κενή,
β) πεπερασμένη ή άπειρη.

Απόδειξη.

α) Είτε με την βοήθεια του pumping λήμματος, είτε με εύρεση των χρήσιμων (δηλαδή
προσβάσιμων από το αξίωμα και παραγωγικών) μη τερματικών συμβόλων.

β) Πάλι, είτε με την βοήθεια του pumping λήμματος, είτε, θεωρώντας ότι η γραμματική είναι σε
κανονική μορφή Chomsky με σχεδιασμό του γράφου με κόμβους τα χρήσιμα μη τερματικά
σύμβολα και κατευθυνόμενες ακμές, έστω π.χ. από το A στο B, αν υπάρχει κανόνας AÑ BC
ή AÑ CB. Η γλώσσα είναι άπειρη αν και μόνον αν υπάρχει κύκλος στον γράφο (ισοδύναμα
υπάρχει re-entrant μη τερματικό σύμβολο).
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες c.f. γλωσσών

Αλγόριθμοι για c.f. γλώσσες II

Δεδομένης γραμματικής χωρίς συμφραζόμενα G, υπάρχει μηχανιστικός αλγόριθμος ο οποίος για
οποιαδήποτε συμβολοσειρά x αποκρίνεται αν x P L(G) ή όχι.

Π.χ. αν συστηματικά κατασκευάσουμε όλες τις παραγόμενες συμβολοσειρές κατά αύξουσα σειρά
μήκους, τότε μπορούμε να αποφασίσουμε εάν x P L(G). Ο αλγόριθμος όμως είναι εκθετικού χρόνου
ως προς το μήκος της συμβολοσειράς εισόδου.

Αν όμως η γραμματική δίνεται σε κανονική μορφή Chomsky, τότε υπάρχει ταχύτερος αλγόριθμος,
πολυπλοκότητας O(|x|3), ο λεγόμενος αλγόριθμος CYK (από τους Cocke, Younger, Kasami).
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες c.f. γλωσσών

Αλγόριθμοι για c.f. γλώσσες III

Αλγόριθμος CYK
function CYK(x: string): boolean (* assumes Chomsky n.f. *)
begin n := |x|
for i := 1 to n do
V1
i := tA | (AÑ a) P P^ (x)i = au;

for j := 2 to n do
for i := 1 to n´ j+ 1 do
begin Vji :=H;for k := 1 to j´ 1 do
Vji := Vji Y tA | (AÑ BC) P P^ B P Vki ^ C P Vj´k

i+ku

end ;
CYK := S P Vn1

end
Ο αλγόριθμος ουσιαστικά ελέγχει όλα τα δυνατά συντακτικά δένδρα, αρχίζοντας από τα
τερματικά σύμβολα στα φύλλα και αποδίδοντας σε αυτά πιθανά μη τερματικά σύμβολα που τα
παράγουν. Ο αλγόριθμος συνεχίζει αποδίδοντας πιθανά μη τερματικά σύμβολα σε κάθε
υποσυμβολοσειρά της συμβολοσειράς εισόδου και τέλος ελέγχει αν στην συμβολοσειρά εισόδου
έχει αποδοθεί το αξίωμα S.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες c.f. γλωσσών

Αλγόριθμοι για c.f. γλώσσες IV

Παράδειγμα
Έστω γραμματική σε κανονική μορφή Chomsky:

SÑ AB | BC, AÑ BA | a, BÑ CC | b, CÑ AB | a

Στο σχήμα δίνουμε την εκτέλεση του αλγορίθμου και το αντίστοιχο συντακτικό δένδρο για είσοδο
x = baaba. Με τα βέλη, δείχνουμε την ακολουθία υπολογισμού για j = 4 (μήκος substring) και για
τo substring (x)2..5 (αρχίζει, δηλαδή, από την θέση i = 2): Μέσα σε κύκλο και με τον ίδιο αριθμό
συμβολίζουμε τα δύο substrings (συνολικού μήκους 4) που συνδυάζονται για να δώσουν το (x)2..5.

x = b a a b a

1 B A,C 1⃝ A,C B A,C 3⃝
j = 2 S,A B 2⃝ S,C S,A 2⃝
j = 3 H B 3⃝ B 1⃝
j = 4 H S,A,C
j = 5 S,A,C

S

A

B

b

A

a

B

C

A

a

B

b

C

a

Σχήμα: Εκτέλεση αλγορίθμου CYK
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες c.f. γλωσσών

Αποτελέσματα μη αποκρισιμότητας I

Για τις γραμματικές χωρίς συμφραζόμενα, υπάρχουν αρκετά σημαντικά προβλήματα απόφασης
για τα οποία δεν υπάρχει μηχανιστικός αόριθμος. Αναφέρουμε, χωρίς απόδειξη, τα εξής
αποτελέσματα:

Δεν υπάρχει μηχανιστικός αλγόριθμος που αποκρίνεται δεδομένων δύο γραμματικών χωρίς
συμφραζόμενα G1 και G2, αν L(G1) = L(G2). (ισότητα — equality)
Δεν υπάρχει μηχανιστικός αλγόριθμος που αποκρίνεται δεδομένων δύο γραμματικών χωρίς
συμφραζόμενα G1 και G2, αν L(G1)X L(G2) ‰ H. (μη κενή τομή — intersection
non-emptiness)
Δεν υπάρχει μηχανιστικός αλγόριθμος που αποκρίνεται δεδομένης γραμματικής χωρίς
συμφραζόμενα G, αν η L(G) είναι κανονική. (κανονικότητα — regularity)

Η κατάσταση σε σχέση με τις κανονικές γλώσσες έχει όπως φαίνεται στον επόμενο πίνακα.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες c.f. γλωσσών

Αποτελέσματα μη αποκρισιμότητας II

αποκρίσιμα μη αποκρίσιμα
ισότητα
μη κενή τομή

regular (μη) κενή γλώσσα
άπειρη γλώσσα
ανήκειν
ανήκειν μη κενή τομή

c.f. (μη) κενή γλώσσα ισότητα
άπειρη γλώσσα κανονικότητα

Πίνακας: Προβλήματα απόφασης για regular και c.f. γλώσσες
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες c.f. γλωσσών

Γραμμικότητα και ημιγραμμικότητα I

Η παρακάτω μέθοδος μας βοηθάει να αποδείξουμε ότι μια γλώσσα δεν είναι c.f..

Ορισμός
Ένα υποσύνολο του N ονομάζεται γραμμικό αν τα στοιχεία του σχηματίζουν αριθμητική πρόοδο,
είναι δηλαδή της μορφής tx0 + kd | k P Nu, όπου x0, d σταθερές.

Παράδειγμα
A = ty | y = 3x+ 1, x P Nu = t1, 4, 7, 10, . . . u

Ορισμός
Ένα υποσύνολο του N ονομάζεται ημιγραμμικό αν είναι πεπερασμένη ένωση γραμμικών συνόλων.

Παράδειγμα
B = ty | y = 4x´ 3, x P Nu = t1, 5, 9, 13, . . . u γραμμικό.
AY B = t1, 4, 5, 7, 9, 10, . . . u ημιγραμμικό σύνολο.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες c.f. γλωσσών

Γραμμικότητα και ημιγραμμικότητα II

Παρατήρηση
Στα ημιγραμμικά σύνολα οι αποστάσεις μεταξύ των στοιχείων δεν αυξάνονται.

Ισχύει το παρακάτω σημαντικό θεώρημα:

Θεώρημα (Parikh)
Για κάθε ραμματική χρίς συμφραζόμενα G το σύνοο t|x| | x P L(G)u είναι ημιραμμικό.

Παράδειγμα
Από την G : SÑ aSb | ε προκύπτει η γλώσσα L(G) = tanbn | n P Nu και το σύνολο μηκών
t2n | n P Nu που είναι γραμμικό.

Παρατήρηση
Το Θ. Parikh ισχύει για οποιαδήποτε μετρική ιδιότητα των strings (δηλ. όχι μόνο για το μήκος των
strings)
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες c.f. γλωσσών

Γραμμικότητα και ημιγραμμικότητα III

Παράδειγμα

Η ta2, a4, a8, . . . , a2n , . . . u δεν είναι c.f.

Πόρισμα
Κάθε ώσσα χρίς συμφραζόμενα με αφάβητο ενός συμβόου είναι κανονική.

Απόδειξη.
Αφήνεται ως άσκηση.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες c.f. γλωσσών

Γραμμικότητα και ημιγραμμικότητα IV

Παράδειγμα

Επειδή η ta2, a4, a8, . . . , a2n , . . . u δεν είναι regular, δεν είναι ούτε c.f.

Παράδειγμα
tanbm | m ě n_ (m πρώτος^ n ě m)u δεν είναι c.f.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες r.e. γλωσσών. Αποκρισιμότητα

Αυτόματο με δύο στοίβες

Αν επεκτείνουμε το αυτόματο στοίβας (PDA) προσθέτοντάς του μία επιπλέον στοίβα, έχουμε το
αποκαλούμενο 2-PDA. Αποδεικνύεται ότι τα 2-PDA έχουν υπολογιστική ισχύ ίση με αυτήν των TM.

Ιδέα εξομοίωσης μίας TM από ένα 2-PDA: Στην μία στοίβα του 2-PDA τοποθετούμε τα
σύμβολα της ταινίας που βρίσκονται αριστερά της κεφαλής της TM και στην άλλη στοίβα του
2-PDA τα σύμβολα που βρίσκονται δεξιά της κεφαλής (τα σύμβολα που είναι πλησιέστερα στην
κεφαλή θα βρίσκονται προς την κορυφή της κάθε στοίβας).
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες r.e. γλωσσών. Αποκρισιμότητα

Ιδιότητες κλεισίματος r.e. γλωσσών

Πρόταση
Η κάση τν r.e. σσών είναι κειστή ς προς ένση, παράθεση (concatenation), άστρο του
Kleene (˚) και τομή.

Πρόταση
Η κάση τν r.e. σσών δεν είναι κειστή ς προς συμπήρμα.

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 296 / 422



.
.
.

.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες r.e. γλωσσών. Αποκρισιμότητα

Αποκρίσιμα και μη προβλήματα I

Πρόταση
Έστ G ραμματική (τύπου 0). Τα παρακάτ προβήματα δεν είναι αποκρίσιμα:

w P L(G) ;
L(G1) = L(G2) ; (ισοδυναμία δύο ενικών ραμματικών)
L(G) =H ;
L(G) = Σ˚ ;
L(G) κανονική ;
L(G) c.f. ;
L(G) c.s. ;
L(G) πεπερασμένη ;

Απόδειξη.
Έπονται όλα από το θεώρημα του Rice και παρόμοια αποτελέσματα μη αποκρισιμότητας που
ισχύουν φυσικά για τις μηχανές Turing και για τα r.e. σύνολα. Π.χ., το πρώτο αντιστοιχεί στο
πρόβλημα HALTTM, δηλαδή αν μία δεδομένη T.M. με μία δεδομένη είσοδο w τερματίζει κάποτε την
λειτουργία της. Το δεύτερο αντιστοιχεί στο “φx = φy;”. Το τρίτο αντιστοιχεί στο “φx Ò παντού;”.
Κ.ο.κ.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες r.e. γλωσσών. Αποκρισιμότητα

Αποκρίσιμα και μη προβλήματα II

Πρόταση
Για ένα LBA M είναι αποκρίσιμο το πρόβημα:

w P L(M) ;
και μη αποκρίσιμα τα προβήματα:

L(M1) = L(M2) ; (ισοδυναμία δύο LBA)
L(M) =H ;
L(M) = Σ˚ ;
L(M) κανονική ;
L(M) c.f. ;
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες r.e. γλωσσών. Αποκρισιμότητα

Αποκρίσιμα και μη προβλήματα III

Πρόταση
Για μια context free ώσσα L είναι αποκρίσιμα τα προβήματα:

w P L(G) ;
L(G) =H ;

και μη αποκρίσιμα τα προβήματα:
L(G1) = L(G2) ; (ισοδυναμία δύο c.f. ραμματικών)
L(G) = Σ˚ ;
L(G) κανονική ;
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες r.e. γλωσσών. Αποκρισιμότητα

Αποκρίσιμα και μη προβλήματα IV

Επίσης, έχει νόημα να αναζητήσουμε αν η τομή και το συμπλήρωμα γλωσσών ιδίου
τύπου παραμένει γλώσσα του ιδίου τύπου.

Για την τομή, η προκύπτουσα γλώσσα παραμένει του ιδίου τύπου αν τέμνουμε γλώσσες
του ιδίου τύπου 0, 1, 3 (γενικές, c.s., regular). Για τις γλώσσες τύπου 2, δηλαδή τις c.f., η
τομή δεν είναι πάντοτε c.f. γλώσσα, αλλά και επιπλέον το πρόβλημα δεν είναι καν
αποκρίσιμο.

Για το συμπλήρωμα, η προκύπτουσα γλώσσα παραμένει του ιδίου τύπου αν θεωρήσουμε
συμπλήρωμα γλώσσας τύπου 1 και 3 (c.s. και regular). Για τις γλώσσες τύπου 0 και 2
(γενικές και c.f.) το πρόβλημα δεν είναι καν αποκρίσιμο.

Η μη αποκρισιμότητα πολλών από τα παραπάνω προβλήματα αποδεικνύεται με
αναγωγή από το επίσης μη αποκρίσιμο πρόβλημα PCP (Post’s Correspondence Problem).
Πριν ορίσουμε το πρόβλημα, δίνουμε τις έννοιες του συστήματος αντιστοίχησης και του
ταιριάσματος.

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 300 / 422



.
.
.

.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες r.e. γλωσσών. Αποκρισιμότητα

Αποκρίσιμα και μη προβλήματα V
Ορισμός
Ένα σύστημα αντιστοίχησης είναι ένα πεπερασμένο σύνολο P αποτελούμενο από
διατεταγμένα ζεύγη μη κενών συμβολοσειρών επί ενός αλφαβήτου :

t(l1, r1), (l2, r2), . . . , (ln, rn)u.

Ορισμός
Ένα ταίριασμα (match) είναι μία ακολουθία ζευγών από το P: (li1 , ri1), . . . , (lik , rik)
τέτοια ώστε li1 ¨ ¨ ¨ lik = ri1 ¨ ¨ ¨ rik .

Παράδειγμα
Αν P = t(abc, c), (ca, a), (a, ab), (b, ca), (aa, bb)u, ένα ταίριασμα είναι το
(a, ab)(b, ca)(ca, a)(a, ab)(abc, c).

Ορισμός (PCP: Post’s Correspondence Problem)
Υπάρχει ταίριασμα για ένα δεδομένο σύστημα αντιστοίχησης;
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες r.e. γλωσσών. Αποκρισιμότητα

Αποκρίσιμα και μη προβλήματα VI

Πρόταση
Το PCP είναι μη αποκρίσιμο.

Ένας άλλος φορμαλισμός που δίνει μη επιλύσιμα προβλήματα είναι τα συστήματα Thue:

Ορισμός
Ένα σύστημα Thue T = (Σ, P) αποτελείται από ένα αλφάβητο Σ και ένα σύνολο P
κανόνων παραγωγής της μορφής lÑ r, όπου l, r συμβολοσειρές επί του Σ.
Όπως και στις γραμματικές: u1lu2 ñ u1ru2 αν (lÑ r) P P.

Παράδειγμα
Έστω το σύστημα Thue: T = (ta, bu, tabÑ aa, aÑ bbu). Τότε, ισχύει:
abbañ abbbbñ aabbbñ abbbbb.

Θεωρούμε το συμμετρικό μεταβατικό ανακλαστικό κλείσιμο της σχέσης “ñ” το οποίο
και συμβολίζουμε με “ ˚

ô”. Το παρακάτω πρόβλημα είναι ενδιαφέρον:
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Ιδιότητες r.e. γλωσσών. Αποκρισιμότητα

Αποκρίσιμα και μη προβλήματα VII
Ορισμός (Word problem)
Δίνονται x, y P Σ˚ και σύστημα Thue. Ισχύει x ˚

ô y στο σύστημα Thue;

Για το σύστημα Thue του προηγούμενου παραδείγματος το word problem έχει θετική απάντηση για
τα παρακάτω ζευγάρια (x, y) (γιατί;):

(abba, ababb), (bba, bba), (bbbb, bbb)

και αρνητική απάντηση για το (ba, aaa) (γιατί;).

Τα συστήματα Thue είναι σαν τις γραμματικές χωρίς όμως διαφοροποίηση τερματικών και μη
τερματικών συμβόλων και χωρίς αρχικό σύμβολο. Συνήθως, απαιτούμε επιπλέον σε ένα σύστημα
Thue η σχέση Ñ να είναι συμμετρική, δηλαδή όποτε υπάρχει ο κανόνας παραγωγής lÑ r στο P
να υπάρχει και ο rÑ l. Τότε το word problem διατυπώνεται απλούστερα ως: “Για δεδομένα x, y,
ισχύει x ˚

ñ y;”.

Τα συστήματα Thue ως συστήματα υπολογισμού έχουν ισοδύναμη υπολογιστική ισχύ με τις
μηχανές Turing. Μάλιστα, έχουμε το παρακάτω αποτέλεσμα μη αποκρισιμότητας:

Πρόταση
Το word problem είναι μη αποκρίσιμο.
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Η ιεραρχία Chomsky

Γενικές γραμματικές I

Τύπου 0: γενικές γραμματικές (general or unrestricted grammars), semi-Thue, phrase structure

Παραγωγές: αÑ β, με α ‰ ε

Παράδειγμα

L = ta2
n
| n P Nu

SÑ AaCB
CBÑ E | DB
aEÑ Ea
AEÑ ε
aDÑ Da
ADÑ AC
CaÑ aaC
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Η ιεραρχία Chomsky

Γενικές γραμματικές II

Θεώρημα
Τα ακόουθα είναι ισοδύναμα:

1 η L είναι αναδρομικά αριθμήσιμη (recursively enumerable) r.e.
2 η L ίνεται αποδεκτή από μία Turing μηχανή
3 L = L(G), όπου G είναι ενική ραμματική
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Η ιεραρχία Chomsky

Γραμματικές με συμφραζόμενα (c.s.) I

Τύπου 1: γραμματικές με συμφραζόμενα (context sensitive, c.s.)

Παραγωγές: αÑ β, με α ‰ ε, |α| ď |β| (noncontracting grammar, non-decreasing, not ε string)

Η ονομασία context sensitive οφείλεται στην παρακάτω εναλλακτική περιγραφή αυτών των
γραμματικών: Κάθε c.s. γραμματική μπορεί να τεθεί σε κανονική μορφή στην οποία όλοι κανόνες
παραγωγής είναι της μορφής:

α1
Ô
Aα2

Õ

context

Ñ α1βα2, όπου A: μη τερματικό και β ‰ ε

Παράδειγμα
1n0n1n. C.s. γραμματικές:

ή ή
SÑ 1Z1 SÑ WZW , WÑ 1 SÑ WZW , WÑ 1
ZÑ 0 | 1Z0A ZÑ 0 | WZZA ZÑ 0 | WZZA
A0Ñ 0A AZÑ ZA AZÑ HZ,HZÑ HA,

HAÑ ZA
A1Ñ 11 AWÑ WW AWÑ WW
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Η ιεραρχία Chomsky

Γραμματικές με συμφραζόμενα (c.s.) II

’Αλλα παραδείγματα τέτοιων γλωσσών: tanbncnu, taibjck | 0 ď i ď j ď ku, tww | w P Σ˚u,
0n1n0n1n.

Γραμμικά φραγμένο αυτόματο (Linear bounded automaton (LBA)): Είναι μία μη-ντετερμινιστική
μηχανή Turing (T.M.) της οποίας η κεφαλή είναι περιορισμένη να κινείται μόνον στο τμήμα της
ταινίας που περιέχει την είσοδο.

Θεώρημα
Τα ακόουθα είναι ισοδύναμα (L χρίς ε):

1 η L ίνεται αποδεκτή από LBA
2 η L είναι c.s.

Πόρισμα (από το θεώρημα του Immerman)
Το συμπήρμα μίας c.s. ώσσας είναι επίσης c.s. ώσσα.

Ένα ανοιχτό ερώτημα είναι το εξής:
Είναι ισοδύναμη η ντετερμινιστική και η μη ντετερμινιστική εκδοχή του LBA;
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Η ιεραρχία Chomsky

Η ιεραρχία συγκεντρωτικά I

Θεώρημα (Ιεραρχίας)
(Θερούμε ώσσες που δεν περιέχουν την κενή συμβοοσειρά, ε.)

regular Ă
‰
context free Ă

‰
context sensitive Ă

‰
recursively enumerable

Στον επόμενο πίνακα φαίνεται συγκεντρωτικά η ιεραρχία Chomsky:
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Η ιεραρχία Chomsky

Η ιεραρχία συγκεντρωτικά II

Γραμματικές Γώσσες Αυτόματα
τύπος 0 phrase structure recursively DTM ή NDTM

semi-Thue enumerable (2-PDA)
τύπος 1 context sensitive context μη ντετερμινιστικό

(monotonic) sensitive LBA
τύπος 2 context free context free μη ντετ. PDA

LR(k) det. c.f. ντετ. PDA
γραμμικές γραμμικές c.f. single turn PDA

(NFA με 2 ταινίες)
τύπος 3 αριστερογραμμικές, κανονικές DFA ή NFA

δεξιογραμμικές

Πίνακας: Η ιεραρχία Chomsky
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Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες Η ιεραρχία Chomsky

Η ιεραρχία συγκεντρωτικά III
Οι γραμματικές LR(k) είναι αυτές οι context free γραμματικές στις οποίες μπορεί να γίνει parsing
από αριστερά προς τα δεξιά με ντετερμινιστικό τρόπο κοιτάζοντας μέχρι k σύμβολα της εισόδου
μπροστά και δουλεύοντας από τα κάτω προς τα πάνω (bottom-up). Πολλές γραμματικές που
περιγράφουν γλώσσες προγραμματισμού είναι αυτής της μορφής και έχουν το πλεονέκτημα ότι το
parsing μπορεί να γίνει σε γραμμικό χρόνο ως προς το μήκος της εισόδου.

Θεώρημα
Το σύνοο τν νομίμν υποοιστικών ακοουθιών μίας TM είναι τομή δύο c.f. σσών. Το
σύνοο τν μη νομίμν υποοιστικών ακοουθιών μίας TM είναι c.f. ώσσα.

Θεώρημα
Έστ G ραμματική τύπου 0. Τα παρακάτ προβήματα δεν είναι καν r.e.:

L(G) =H;
L(G) = Σ˚;
L(G) αναδρομική;
L(G) μη αναδρομική;
L(G) κανονική;

κ.α.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα

Περιεχόμενα

1 Υπολογισιμότητα

2 Αυτόματα και Τυπικές Γλώσσες

3 Υπολογιστική Πολυπλοκότητα

Τυχαιότητα (Randomness)

Αλληλεπίδραση, PCP

Μέτρηση

Προσεγγιστικοί Αλγόριθμοι (Approximation algorithms)

Πολυπλοκότητα Αναζήτησης

Παραμετρική Πολυπλοκότητα

Κβαντική Πολυπλοκότητα
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Κλάσεις Πολυπλοκότητας I

Θεωρία Υπολογισμού: Μας ενδιαφέρει μόνον αν ένα πρόβλημα είναι υπολογίσιμο ή όχι.
Θεωρία Πολυπλοκότητας: Θεωρούμε μόνο υπολογίσιμα προβλήματα και προσπαθούμε να
δούμε αν μπορούν να επιλυθούν με περιορισμούς στους διαθέσιμους υπολογιστικούς
πόρους, όπως ο χρόνος υπολογισμού, ο επιπλέον χώρος μνήμης που απαιτείται για ενδιάμεσα
αποτελέσματα κατά την επίλυση, και άλλοι.
Αυτοί οι περιορισμοί, καθώς και άλλα χαρακτηριστικά των υπολογισμών ορίζουν κλάσεις
πολυπλοκότητας μέσα στις οποίες τοποθετούμε τα διάφορα προβλήματα.

Παρά τις συνεχείς και μακροχρόνιες προσπάθειες πολλών επιστημόνων, υπάρχουν αρκετά ανοιχτά
ερωτήματα. Π.χ., υπάρχουν προβλήματα για τα οποία, αν και ανήκουν στο NP, δεν έχει βρεθεί
πολυωνυμικός αλγόριθμος, αλλά ούτε απόδειξη ότι είναι NP-complete.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Κλάσεις Πολυπλοκότητας (Τι δεν ήξερε ο Karp το 1972)

GRAPH ISOMORPHISM (το πιο γνωστό ανοιχτό πρόβλημα): Δεδομένων δύο γράφων είναι
ισομορφικοί; (παράβαλε με το SUBGRAPH ISOMORPHISM το οποίο είναι γνωστό ότι είναι
NP-complete)
LINEAR PROGRAMMING (παρέμενε για χρόνια ανοιχτό): δεδομένου ενός συστήματος
γραμμικών εξισώσεων και ανισοτήτων και μιας γραμμικής αντικειμενικής συνάρτησης
(μεγιστοποίηση ή ελαχιστοποίηση) να ευρεθεί μια βέλτιστη εφικτή λύση;

Μέθοδος Simplex (Dantzig): Στη χειρότερη περίπτωση χρειαζόταν εκθετικό χρόνο.
Ελλειψοειδής μέθοδος (Khachiyan): Ο πρώτος πολυωνυμικός αλγόριθμος για τον
γραμμικό προγραμματισμό. Δεν είχε μεγάλο πρακτικό ενδιαφέρον.
Αλγόριθμος Karmarkar: Πολυωνυμικός αλγόριθμος που είχε και πρακτικά
αποτελέσματα καλύτερα από τη μέθοδο Simplex.

PRIMALITY: Δίνεται ένας ακέραιος. Είναι πρώτος ή όχι;
Πρόσφατα (2002 από τους Agrawal, Kayal, Saxena — AKS) απεδείχθη και ότι το πρόβλημα
αυτό, που παρέμενε για αρκετό καιρό ανοικτό, είναι στο P.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Βασικοί Ορισμοί I

Ορισμός
Στην κλάση TIME(t(n)) (ή DTIME(t(n))) ανήκουν τα προβλήματα που μπορούν να επιλυθούν από
ντετερμινιστική μηχανή Turing σε χρόνο t(n).

Ορισμός
Στην κλάση NTIME(t(n)) ανήκουν τα προβλήματα που μπορούν να επιλυθούν από μη
ντετερμινιστική μηχανή Turing σε χρόνο t(n).

Ορισμός
Στην κλάση SPACE(s(n)) (ή DSPACE(s(n))) ανήκουν τα προβλήματα που μπορούν να επιλυθούν
από ντετερμινιστική μηχανή Turing χρησιμοποιώντας επιπλέον χώρο s(n).

Ορισμός
Στην κλάση NSPACE(s(n)) ανήκουν τα προβλήματα που μπορούν να επιλυθούν από μη
ντετερμινιστική μηχανή Turing χρησιμοποιώντας επιπλέον χώρο s(n).

Με βάση τα παραπάνω, ορίζουμε:
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Βασικοί Ορισμοί II

P = PTIME =
Ť

iě1 DTIME(ni)
NP = NPTIME =

Ť

iě1 NTIME(ni)
PSPACE =

Ť

iě1 DSPACE(ni)
NPSPACE =

Ť

iě1 NSPACE(ni)
L = DSPACE(log n)
NL = NSPACE(log n)

EXP =
Ť

iě1 DTIME(2n
i
)

EXPSPACE =
Ť

iě1 DSPACE(2n
i
)

Παρατήρηση
Μία συνάρτηση f ονομάζεται συνάρτηση πολυπλοκότητας (constructible) αν πρέπει να υπάρχει μία
TM τέτοια ώστε: @ input x με |x| = n, αποδέχεται το input σε χρόνο O(n+ f(n))
(time-constructible) ή working space O(f(n)) (space-constructible).
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Βασικοί Ορισμοί III
Αν η f είναι μία συνάρτηση πολυπλοκότητας τότε ισχύουν:

DSPACE(f(n)) Ď NSPACE(f(n))
DTIME(f(n)) Ď NTIME(f(n))

διότι κάθε ντετερμινιστική μηχανή Turing μπορεί να θεωρηθεί ως μη ντετερμινιστική με μία μόνο
επιλογή σε κάθε βήμα.

DTIME(f(n)) Ď DSPACE(f(n))
NTIME(f(n)) Ď DSPACE(f(n))

διότι σε χρόνο f(n) δεν μπορεί να εξεταστεί χώρος (αριθμός θέσεων στην ταινία της T.M.)
παραπάνω από f(n).

Αν f(n) ą log n τότε:

DSPACE(f(n)) Ď DTIME(cf(n))
NTIME(f(n)) Ď DTIME(cf(n))
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Βασικοί Ορισμοί IV
NSPACE(f(n)) Ď DTIME(kf(n))

Το παρακάτω θεώρημα οφείλεται στον Savitch (1970):

Θεώρημα
Αν f(n) ě log n τότε NSPACE(f(n)) Ď DSPACE(f2(n)).

Άμεσα από το θεώρημα του Savitch προκύπτει ότι PSPACE = NPSPACE.

Από τις παραπάνω σχέσεις προκύπτει η εξής ιεραρχία:

L Ď NL Ď P Ď NP Ď PSPACE = NPSPACE

Γνωρίζουμε ότι L ‰ PSPACE και NL ‰ PSPACE (αυτό προκύπτει από το θεώρημα ιεραρχίας για
χωρικές κλάσεις πολυπλοκότητας, που αναφέρεται παρακάτω).

Ανοιχτά παραμένουν τα προβλήματα:

L Ě NL Ě P Ě NP Ě PSPACE
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Βασικοί Ορισμοί V

Ο κόσμος μοιάζει, ως τώρα, να είναι όπως στο παρακάτω σχήμα.

L

NL

P

NP

PSPACE = NPSPACE

Σχήμα: Κλάσεις πολυπλοκότητας
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Βασικοί Ορισμοί VI

Επίσης, πρέπει να αναφέρουμε ότι οι παραπάνω κλάσεις πολυπλοκότητας αφορούν προβλήματα
απόφασης. Μπορούμε επίσης να ορίσουμε κλάσεις πολυπλοκότητας για μηχανές Turing που
υπολογίζουν συναρτήσεις. Ένα χαρακτηριστικό παράδειγμα είναι η παρακάτω κλάση:

Ορισμός
FP = το σύνολο των συναρτήσεων που υπολογίζεται από ντετερμινιστική μηχανή Turing σε
πολυωνυμικό χρόνο.

Η κλάση FP θα φανεί χρήσιμη παρακάτω στον ορισμό των αναγωγών, αφού περιλαμβάνει τις
“εύκολα” υπολογιζόμενες συναρτήσεις.

Μία άλλη επίσης χρήσιμη κλάση πολυπλοκότητας που αφορά συναρτήσεις είναι η εξής:

Ορισμός
FL = το σύνολο των συναρτήσεων που υπολογίζεται από ντετερμινιστική μηχανή Turing σε
λογαριθμικό χώρο.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Θεωρήματα ιεραρχίας I

Ισχύουν τα παρακάτω θεωρήματα για το μοντέλο της ντετερμινιστικής μηχανής Turing με τρεις
ταινίες (θεωρούμε πάντοτε συναρτήσεις πολυπλοκότητας t1, t2, s1, s2):

Θεώρημα (Fürer, 1982)
Έστ t2(n) ą n. Τότε υπάρχει ώσσα που ίνεται αποδεκτή σε χρόνο t2, αά όχι σε χρόνο t1 ια
οποιοδήποτε t1 = o(t2(n)).

Θεώρημα (Hartmanis, Lewis, Stearns, 1965)
Έστ s2(n) ą log n. Τότε υπάρχει ώσσα που ίνεται αποδεκτή σε χώρο s2, αά όχι σε χώρο s1
ια οποιοδήποτε s1 = o(s2(n)).

Οι τεχνικές αποδείξεις παραλείπονται.

Παρόμοια θεωρήματα ισχύουν και για μη ντετερμινιστικές μηχανές Turing. Οι αποδείξεις μάλιστα
είναι πιο εύκολες.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Θεωρήματα ιεραρχίας II

Η εμμονή μας σε constructible συναρτήσεις πολυπλοκότητας οφείλεται στο γεγονός ότι αν
επιτρέψουμε οποιαδήποτε συνάρτηση στην θέση των t(n), s(n), τότε προκύπτουν διάφορα
παθολογικά φαινόμενα, όπως το παρακάτω:

Θεώρημα (Gap theorem)

Υπάρχει αναδρομική συνάρτηση t(n), τέτοια ώστε TIME(t(n)) = TIME(2t(n)).
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Συμπληρωματικές κλάσεις πολυπλοκότητας I

Ορισμός
Έστω γλώσσα L. Ως γνωστόν, το συμπλήρωμα της γλώσσας συμβολίζεται και ορίζεται ως εξής:
L = tx | x R Lu. Τώρα, για μία κλάση γλωσσών C, ορίζουμε (με την βοήθεια του συμπληρώματος):

coC = tL | L P Cu.

Παράδειγμα: η κλάση coNP αποτελείται από τις γλώσσες που είναι συμπληρώματα γλωσσών στο
NP. Ένα πρόβλημα που ανήκει στην κλάση coNP είναι το SAT ή το στενά συσχετιζόμενο με αυτό
πρόβλημα της ταυτολογίας, αν δηλαδή ένας λογικός τύπος που δίνεται είναι ταυτολογία.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Συμπληρωματικές κλάσεις πολυπλοκότητας II

Έχει ενδιαφέρον να δούμε ποιες κλάσεις πολυπλοκότητας είναι κλειστές ως προς συμπλήρωμα,
δηλαδή για ποιες κλάσεις C ισχύει C = coC.

Γενικά, οι ντετερμινιστικές κλάσεις πολυπλοκότητας (είτε χρονικές, είτε χωρικές) είναι κλειστές ως
προς συμπλήρωμα, δηλαδή, οι DTIME(t(n)) και DSPACE(s(n)) είναι κλειστές ως προς συμπλήρωμα.

Αν θεωρήσουμε μη ντετερμινισμό, το πρόβλημα είναι ανοιχτό στην περίπτωση της χρονικής
πολυπλοκότητας. Για παράδειγμα δεν γνωρίζουμε αν coNP ‰ NP. Μάλιστα, το τελευταίο
συνδέεται και με το πρόβλημα αν P ‰ NP, αφού προφανώς αν coNP ‰ NP, τότε P ‰ NP.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Συμπληρωματικές κλάσεις πολυπλοκότητας III

Θεώρημα (Immerman-Szelepcsényi)
Η κάση NSPACE(s(n)) είναι κειστή ς προς συμπήρμα.

Για s(n) = n έχουμε την κλάση προβλημάτων που επιλύονται από μηχανή Turing που χρησιμοποιεί
γραμμικό χώρο, αλλιώς γνωστό και ως LBA (linearly bounded automaton), οπότε το παραπάνω
θεώρημα έλυσε και ένα, για πολλά χρόνια, ανοικτό πρόβλημα, αν δηλαδή η κλάση των LBA (ή
ισοδύναμα η κλάση των context sensitive γλωσσών, από ένα αποτέλεσμα του Kuroda, του 1964)
είναι κλειστή ως προς συμπλήρωμα.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Αναγωγές I

Η έννοια της αναγωγής σε πολυωνυμικό χρόνο πρέπει να συνδέει μεταξύ τους προβλήματα με
υπολογιστικά “εύκολο” τρόπο. Θεωρούμε εύκολες συναρτήσεις (και προβλήματα) που
υπολογίζονται σε πολυωνυμικό χρόνο.

Θα θέλαμε:

Αν οι συναρτήσεις f και g είναι “εύκολες”, τότε και η σύνθεσή τους f ˝ g είναι “εύκολη”.
Αν η f είναι υπολογίσιμη σε χρόνο O(n2), τότε θεωρείται εύκολη.

Άρα θεωρούμε εύκολα προβλήματα (και συναρτήσεις) αυτά που υπολογίζονται σε πολυωνυμικό
χρόνο (έστω και σε O(n1000)). Για τους παραπάνω λόγους, ορίζουμε την αναγωγή κατά Karp:

Ορισμός (Αναγωγή κατά Karp)

A ďP
m B : Df P FP,@x(x P A ðñ f(x) P B)

Υπάρχουν και άλλες χρήσιμες αναγωγές, όπως η λεγόμενη log-space, που χρησιμοποιεί
λογαριθμικό χώρο, και η οποία είναι χρήσιμη για αναγωγές προβλημάτων σε μικρότερες κλάσεις
πολυπλοκότητας, όπως η P:
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Αναγωγές II

Ορισμός (Log-space Αναγωγή)

A ďL
m B : Df P FL,@x(x P A ðñ f(x) P B)

Ισχύει: A ďL
m B ùñ A ďP

m B, αλλά όχι το αντίστροφο.

Μία επιθυμητή ιδιότητα μίας αναγωγής είναι να είναι κλειστή ως προς διάφορες κλάσεις γλωσσών:

Ορισμός
Λέμε ότι μία κλάση γλωσσών C είναι κλειστή ως προς μία αναγωγή ď αν

A ď B^ B P C ùñ A P C.

Μερικές από τις κλάσεις πολυπλοκότητας που είναι κλειστές ως προς την αναγωγή κατά Karp
(ďP

m) είναι οι εξής: P, PSPACE, EXP, EXPSPACE (βλέπε παραπάνω για τους ορισμούς τους).
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Αναγωγές III

Ορισμός (Hardness)
Λέμε ότι A είναι C-hard (C-δύσκολο), ως προς την ď, αν:

@B P C : B ď A.

Η έννοια της hardness δίνει ένα κάτω όριο για την πολυπλοκότητα ενός προβλήματος, δεδομένου ότι
το πρόβλημα A είναι τουλάχιστον τόσο δύσκολο όσο οποιοδήποτε πρόβλημα μίας κλάσης C.

Ορισμός (Completeness)
Λέμε ότι A είναι C-complete (C-πλήρες), ως προς την ď, αν:

A είναι C´ hard ως προς ď ^ A P C.

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 327 / 422



.
.
.

.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Αναγωγές IV

Παρακάτω δίνουμε πλήρη προβλήματα για μερικές από τις σημαντικότερες κλάσεις
πολυπλοκότητας:

NL: το πρόβλημα Reachability (log-space αναγωγές).
P: Circuit-Value και Linear Programming (πάλι με log-space αναγωγές).
NP: το 3SAT.
PSPACE: το QBF (Quantified Boolean Formula satisfiability problem).
EXP: το nˆ n Go.
EXPSPACE: το RegExp(Y, ¨,˚, 2), που είναι το πρόβλημα ελέγχου ισοδυναμίας regular
expressions, που χρησιμοποιούν τους τελεστές Y (ένωση), ¨ (παράθεση), ˚ (άστρο του Kleene)
και 2, όπου α2 = α ¨ α.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Παράμετροι για ορισμό κλάσεων πολυπλοκότητας I

Concrete Complexity: Θεωρούμε κάποιο συκεκριμένο μοντέλο υπολογισμού, κάποιο
συκεκριμένο πρόβλημα και κάποιον συκεκριμένο αλγόριθμο για το πρόβλημα σε αυτό το
μοντέλο. Έτσι καθορίζουμε την ακριβή πολυπλοκότητα του αλγορίθμου (οι σταθερές φυσικά
δεν παίζουν ρόλο).
Abstract ή αλλιώς structural complexity: Θεωρούμε κλάσεις πολυπλοκότητας με διάφορες
υποοιστικές παραμέτρους και συγκρίνουμε τις κλάσεις μεταξύ τους (ως προς εγκλεισμό,
διαχωρισμό κ.τ.λ.). Χρήσιμο για τις συγκρίσεις είναι να βρούμε αναγωγές και προβλήματα
που είναι πλήρη σε αυτές τις κλάσεις ως προς αυτές τις αναγωγές.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Παράμετροι για ορισμό κλάσεων πολυπλοκότητας II

Αναφέρουμε επιγραμματικά μερικές παραμέτρους με τις οποίες ορίζονται κλάσεις πολυπλοκότητας:

μοντέλο υπολογισμού: Μηχανή Turing (TM), Random Access Machine (RAM), πεπερασμένο
αυτόματο, Linearly Bounded Automaton (LBA), Παράλληλη RAM (PRAM), μονότονα
κυκλώματα (monotone circuits)·
μέθοδος λειτουργίας/αποδοχής: ντετερμινιστική, μη ντετερμινιστική, πιθανοτική,
εναλλασσόμενη (alternating), παράλληλη·
είδος μοντέλου/λειτουργίας: αποφασιστής (decider), αποδέκτης (acceptor), γεννήτρια
(generator), μετατροπέας (transducer)·
αγαθά: αριθμός βημάτων, αριθμός συγκρίσεων, αριθμός πολλαπλασιασμών, χρόνος, χώρος
μνήμης, πλήθος επεξεργαστών, αριθμός εναλλαγών στο υπολογιστικό δένδρο, μέγεθος (size)
κυκλώματος, βάθος (depth) κυκλώματος·
άλλα εργαλεία: τυχαιότητα (randomness), μαντεία (oracles), διαλογική αλληλεπίδραση
(interactivity), υπόσχεση (promise), τελεστές (operators)·
φράγματα (bounds) ως προς το μήκος της εισόδου: για παράδειγμα O(n3) ή
πολυωνυμικό, time/space (t(n), s(n)) tradeoff (αντιστάθμισμα), Probabilistic Checkable Proofs:
PCP(r(n), q(n)) (με χρήση r(n) τυχαίων bits και q(n) queries, ερωτήσεων, στην απόδειξη).
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Μοντέλα δένδρων υπολογισμού για TM I

Για να μελετήσουμε την συμπεριφορά μηχανών Turing, θα κωδικοποιήσουμε τους
υπολογισμούς μίας μηχανής Turing με ένα δέντρο υπολογισμού.
Ο υπολογισμός ξεκινά στην ρίζα του δένδρου.
Θεωρούμε ότι αν σε κάποιο σημείο του υπολογισμού έχουμε μία μη ντετερμινιστική επιλογή
τότε έχουμε μία διακλάδωση στο δένδρο.
Στα φύλλα της μηχανής ΤΜ έχουμε τις απαντήσεις της μηχανής Turing. Κάθε μονοπάτι από
την ρίζα του δένδρου μέχρι κάποιο φύλλο επομένως κωδικοποιεί έναν πιθανό υπολογισμό
Χωρίς βλάβη της γενικότητας, υποθέτουμε ότι το δένδρο είναι δυαδικό, πλήρες και γεμάτο. όλα
τα φύλλα του είναι στο ίδιο επίπεδο.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Μοντέλα δένδρων υπολογισμού για TM II

...

...yes no yes yes
Σχήμα: Μοντέλο δένδρων υπολογισμού

Επίσης, έχει ενδιαφέρον το μήκος του υπολογιστικού μονοπατιού από την ρίζα μέχρι το φύλλο να
έχει πολυωνυμικό μήκος ως προς το μήκος της εισόδου (να αντιστοιχεί δηλαδή το κάθε μονοπάτι
σε κάποιον «εύκολο», δηλαδή πολυωνυμικό, υπολογισμό).

Θεωρώντας το παραπάνω μοντέλο, θα ορίσουμε μερικές από τις γνωστές κλάσεις υπολογισμού,
καθώς και μερικές καινούριες. Πιο συγκεκριμένα, Θα χρησιμοποιήσουμε ποσοδείκτες (D,@) στα
μονοπάτια. Επειδή εννοείται πάντοτε ο περιορισμός του μήκους των μονοπατιών, θα γράφουμε π.χ.
Dy, αντί για Dy : |y| ď p(|x|), όπου y: μεταβλητή για τα μονοπάτια, x: μεταβλητή για την είσοδο, p:
πολυώνυμο.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Μοντέλα δένδρων υπολογισμού για TM III

Για παράδειγμα, η κλάση P μπορεί να περιγραφεί ως εξής:

L P P ðñ DR P P :
#

x P L ùñ @yR(x, y)
x R L ùñ @y␣R(x, y)

Περισσότερο ενδιαφέρον έχει η κλάση NP που μπορεί να περιγραφεί ως εξής:

L P NP ðñ DR P P :
#

x P L ùñ DyR(x, y)
x R L ùñ @y␣R(x, y)

Δηλαδή, αν x P L υπάρχει τουλάχιστον ένας υπολογισμός που αποδέχεται, ενώ αν x R L κανένας
υπολογισμός δεν αποδέχεται.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Μοντέλα δένδρων υπολογισμού για TM IV

Παρομοίως, η κλάση coNP περιγράφεται ως εξής:

L P coNP ðñ DR P P :
#

x P L ùñ @yR(x, y)
x R L ùñ Dy␣R(x, y)

Παρατηρούμε ότι οι ποσοδείκτες που χρησιμοποιούνται και αντιστοιχούν στο «x P L» και στο
«x R L» καθορίζουν πλήρως την αντίστοιχη κλάση πολυπλοκότητας. Έτσι, εισάγουμε τον
παρακάτω συμβολισμό:

P = (@,@), NP = (D,@), coNP = (@, D).
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Τυχαιότητα (Randomness)

Τυχαιότητα (Randomness) I

Χρησιμοποιώντας το μοντέλο δένδρων υπολογισμού, θα ορίσουμε κλάσεις πολυπλοκότητας
που βασίζονται στις πιθανότητες, με βάση τυχαίες επιλογές.
Αυτή η προσέγγιση είναι πολύ χρήσιμη από πρακτική άποψη, αφού σε πολλές εφαρμογές,
είναι ικανοποιητικός ένας αλγόριθμος ο οποίος κάνοντας κάποιες τυχαίες επιλογές, δίνει στις
περισσότερες των περιπτώσεων το σωστό αποτέλεσμα.
Ένας πιθανοκρατικός αλγόριθμος είναι συνήθως πιο απλός στην διατύπωσή του και στην
πράξη πιο αποδοτικός από έναν αντίστοιχο ντετερμινιστικό που επιλύει το ίδιο πρόβλημα. Για
παράδειγμα, απλοί πιθανοκρατικοί αλγόριθμοι για τον έλεγχο αν ένας αριθμός είναι πρώτος
υπάρχουν από την δεκαετία του 1970 και χρησιμοποιούνται στην πράξη έναντι πιο
περίπλοκων ντετερμινιστικών τύπου AKS.
Στα πλαίσια του μοντέλου δένδρων υπολογισμού, θα θεωρήσουμε ότι η επιλογή σε κάθε κόμβο
του δένδρου γίνεται τυχαία με πιθανότητα 1/2 για κάθε παιδί του κόμβου. Για να δείξουμε ότι
η «συντριπτική» πειοψηφία των υπολογισμών δίνει το σωστό αποτέλεσμα, εισάγουμε έναν
νέο ποσοδείκτη, τον D+.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Τυχαιότητα (Randomness)

Τυχαιότητα (Randomness) II

Με την βοήθεια του D+, ορίζουμε την κλάση BPP, από το Bounded error Probabilistic
Polynomial:

Ορισμός (BPP = (D+, D+))

L P BPP ðñ DR P P :
#

x P L ùñ D+yR(x, y)
x R L ùñ D+y␣R(x, y)
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Τυχαιότητα (Randomness)

Τυχαιότητα (Randomness) III

Με άλλα λόγια, σε ένα δέντρο για την κλάση BPP έχουμε την «συντριπτική» πλειοψηφία των
φύλλων να δίνει το σωστό αποτέλεσμα. Στον παραπάνω ορισμό, δεν έχει μεγάλη σημασία ο
ακριβής ορισμός της «συντριπτικής» πλειοψηφίας, αλλά πρέπει να είναι οπωσδήποτε
φραμένος (εξ ου και το ‘bounded’ του BPP) πάνω από το 1/2. Το ποσοστό της πλειοψηφίας
μπορεί να είναι, ενδεικτικά, μεγαλύτερο από 1/2 + ε, 1/2 + 1/p(|x|), 2/3, 99%, 1´ 2´p(|x|)

(όπου p(|x|) ą 1) (2´p|(x|) καλείται αμελητέα ποσότητα). Αυτή η δυνατότητα επιλογής
υπάρχει, επειδή με πολυωνυμικές επαναλήψεις του αντίστοιχου αλγορίθμου, είναι δυνατόν να
αυξήσουμε την πιθανότητα επιτυχίας, όσο θέλουμε. Αλγόριθμοι BPP ονομάζονται Monte
Carlo ή αλλιώς two-sided error, επειδή ανεξάρτητα από το αποτέλεσμα (ναι ή όχι), υπάρχει
κάποια πιθανότητα λάθους. Είναι προφανές ότι η κλάση BPP είναι κλειστή ως προς
συμπλήρωμα.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Τυχαιότητα (Randomness)

Τυχαιότητα (Randomness) IV

Ας θεωρήσουμε τώρα αλγορίθμους οι οποίοι κάνουν λάθος μόνον για την μία απάντηση (one
sided error). Έτσι, προκύπτει η κλάση RP (Randomized Polynomial):

Ορισμός (RP = (D+,@))

L P RP ðñ DR P P :
#

x P L ùñ D+yR(x, y)
x R L ùñ @y␣R(x, y)

Σε αυτήν την κλάση, αν ο αντίστοιχος RP αλγόριθμος δώσει απάντηση «ναι» (δηλαδή το
κατηγόρημα R υπολογιστεί αληθές), είμαστε σίγουροι ότι x P L. Αντίθετα, η απάντηση «όχι»
του RP αλγορίθμου δεν είναι «σίγουρη».

Προφανώς, ισχύουν: RP Ď BPP, coRP Ď BPP, αλλά δεν γνωρίζουμε αν RP = coRP.

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 338 / 422



.
.
.

.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Τυχαιότητα (Randomness)

Τυχαιότητα (Randomness) V

Μία άλλη πολύ χρήσιμη κλάση, είναι αυτή που ορίζεται με τομή των RP και coRP, η
ZPP = RPX coRP. Η ονομασία προέρχεται από το Zero error Probabilistic Polynomial, γιατί
μπορεί εύκολα να δειχτεί ότι ένα πρόβλημα είναι στο ZPP αν υπάρχει πιθανοκρατικός
αλγόριθμος ο οποίος τρέχει σε αναμενόμενο πολυωνυμικό χρόνο και δίνει πάντοτε σωστή
απάντηση. Πράγματι, αν ένα πρόβλημα είναι στο ZPP, σημαίνει ότι έχουμε ένα RP και έναν
coRP αλγόριθμο για αυτό, οπότε αρκεί να τρέχουμε εναλλακτικά τους δύο αλγορίθμους, μέχρι
ο ένας να δώσει την «σίγουρή» του απάντηση. Βέβαια, μπορεί να χρειαστεί να τρέχουμε
εναλλακτικά τους δύο αλγορίθμους για πάντα, αλλά με μεγάλη πιθανότητα θα έχουμε μία
«σίγουρη» απάντηση, μετά από μερικές επαναλήψεις. Εναλλακτικά, μπορούμε να πούμε ότι
ένας ZPP αλγόριθμος έχει τρεις εξόδους: «ναι», «όχι» (για τις «σίγουρες» απαντήσεις), και
«δεν ξέρω» (για τις όχι «σίγουρες»).

Οι αλγόριθμοι στο ZPP ονομάζονται Las Vegas.
Δεδομένου ότι υπάρχουν αρκετοί πιθανοκρατικοί αλγόριθμοι ευρείας χρήσης για πρακτικά
προβλήματα, πολλοί τοποθετούν τους εφικτούς (feasible) υπολογισμούς πάνω από το P, στις
πιθανοτικές κλάσεις BPP, RP, ZPP.

Πάντως, δεν γνωρίζουμε αν υπάρχουν πλήρη προβλήματα για τις κλάσεις που ορίστηκαν
παραπάνω (BPP, RP, ZPP).
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Τυχαιότητα (Randomness)

Τυχαιότητα (Randomness) VI

Αν τώρα το ποσοστό λάθους ενός πιθανοκρατικού αλγορίθμου δεν φραχθεί μακριά από το
1/2, τότε έχουμε απλώς την βεβαιότητα ότι στο μοντέλο δένδρων υπολογισμού παραπάνω
από τα μισά υπολογιστικά μονοπάτια δίνουν την σωστή απάντηση. Για να δηλώσουμε το
παραπάνω χρησιμοποιούμε τον ποσοδείκτη D1/2. Για unbounded two-sided error, έχουμε την
κλάση PP (Probabilistic Polynomial):

Ορισμός (PP = (D1/2, D1/2))

L P PP ðñ DR P P :
#

x P L ùñ D1/2yR(x, y)
x R L ùñ D1/2y␣R(x, y)

Λόγω της έλλειψης φράγματος για την πιθανότητα λάθους, δεν μπορούμε να
χρησιμοποιήσουμε την τεχνική της επανάληψης για να βελτιώσουμε την πιθανότητα σωστού
αποτελέσματος από έναν PP αλγόριθμο. Μία άλλη ένδειξη για το ανέφικτο της κλάσης PP σε
σχέση με τις BPP, RP, ZPP, προκύπτει από το παρακάτω αποτέλεσμα:

Πρόταση
NP Ď PP.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Τυχαιότητα (Randomness)

Τυχαιότητα (Randomness) VII

Πρέπει επίσης να σημειώσουμε ότι δεν λάβαμε καθόλου υπ’ όψιν μας, ως υπολογιστικό πόρο,
των αριθμό των τυχαίων bits που χρησιμοποιεί ένας πιθανοκρατικός αλγόριθμος. Στην πράξη,
κάθε «τυχαίο» bit που χρειαζόμαστε δεν είναι χωρίς τίμημα, αφού το λαμβάνουμε από
κάποια γεννήτρια ψευδοτυχαίν bits.
Τέλος, αναφέρουμε και την κλάση RL (Randomized Logspace) που περιέχει τα προβλήματα
που έχουν one-sided error αλγόριθμο που χρησιμοποιεί λογαριθμικό χώρο και πολυωνυμικό ως
προς το μήκος της εισόδου αριθμό τυχαίων bits.

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 341 / 422



.
.
.

.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Τυχαιότητα (Randomness)

Πολυωνυμική Ιεραρχία I

Αντίστοιχα με προηγούμενο κεφάλαιο, όπου ορίσαμε μαντεία και την αριθμητική ιεραρχία, θα
ορίσουμε την πολυωνυμική ιεραρχία, η οποία έχει παρόμοια δομή, αλλά βρίσκεται πολύ
χαμηλότερα από άποψη υπολογιστικής πολυπλοκότητας. Υπενθυμίζουμε την έννοια του
υπολογισμού με μαντείο: Ένας αλγόριθμος χρησιμοποιεί ένα μαντείο για το πρόβλημα Π, αν έχει
την δυνατότητα κατά την διάρκεια του υπολογισμού, να ρωτάει το μαντείο για κάποιο στιγμιότυπο
x του προβλήματος Π, αν x P Π, και το μαντείο να του απαντά άμεσα με ένα «ναι» ή με ένα
«όχι». Όσο δύσκολο και να είναι το πρόβλημα Π, ο αλγόριθμος δεν σπαταλά επιπλέον
υπολογιστικούς πόρους.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Τυχαιότητα (Randomness)

Πολυωνυμική Ιεραρχία II

Ορισμός (Κλάσεις με μαντεία)

CΠ: η κλάση των προβλημάτων τα οποία λύνονται με αλγόριθμο στην κλάση C ο οποίος
χρησιμοποιεί μαντείο για το πρόβλημα Π

CCo =
ď

ΠPCo

CΠ

Για παράδειγμα, η κλάση PSAT αποτελείται από τα προβλήματα που λύνονται με ντετερμινιστικό
πολυωνυμικό αλγόριθμο ο οποίος χρησιμοποιεί μαντείο για το πρόβλημα SAT. Άλλη περιγραφή της
ίδιας κλάσης είναι: PNP (αφού το SAT είναι NP-πλήρες).
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Τυχαιότητα (Randomness)

Πολυωνυμική Ιεραρχία III

Ορισμός
(k ě 0)

Σp
0 = Πp

0 = ∆p
0 = P

Σp
k+1 = NPΣ

p
k , Πp

k+1 = coΣp
k+1, ∆

p
k+1 = PΣ

p
k , ∆Σp

k = Σp
k XΠp

k

Πολυωνυμική ιεραρχία: PH =
Ť

kPN Σp
k

Ισχύουν τα παρακάτω: Σp
1 = NP, Πp

1 = coNP και για κάθε k ě 0: Σp
k Ď Σp

k+1 και Π
p
k Ď Σp

k+1. Αν
και δεν έχει αποδειχθεί το αυστηρό των παραπάνω εγκλεισμών (όπως στην αριθμητική ιεραρχία), εν
τούτοις πιστεύουμε ότι η ιεραρχία είναι αυστηρή (strict). Αν η PH δεν είναι αυστηρή, τότε θα
υπάρχει κάποιο k για το οποίο PH = Σp

k, οπότε λέμε ότι η πουνυμική ιεραρχία καταρρέει στο
k-οστό επίπεδο (collapses at the k-th level).
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Τυχαιότητα (Randomness)

Πολυωνυμική Ιεραρχία IV
PSPACE

...
...

∆Σp
3

llYYYYYYYYYYYYYYY
22eeeeeeeeeeeeee

∆p
3 = PNPNP

OO

Πp
2 = coNPNP

33gggggggg
Σp

2 = NPNP
kkVVVVVVVV

∆Σp
2 = Σp

2 XΠp
2

kkWWWWWW
33ggggggg

∆p
2 = PNP

OO

Πp
1 = coNP

33ggggggggg
Σp

1 = NP

kkWWWWWWWWW

∆Σp
1

kkWWWWWWWWWWW
33ggggggggggg

∆p
1 = P

OO

Σχήμα: Πολυωνυμική ιεραρχία
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Τυχαιότητα (Randomness)

Πολυωνυμική Ιεραρχία — Εναλλαγή Ποσοδεικτών I

Ένας εναλλακτικός τρόπος ορισμού της πολυωνυμικής ιεραρχίας είναι με την βοήθεια εναλλαγής
ποσοδεικτών (D και @). Επισημαίνουμε ότι, σε κάθε περίπτωση, οι ποσοδείκτες αναφέρονται σε
αντικείμενα το μέγεθος των οποίων είναι φραγμένο από κάποιο πολυώνυμο p ως προς το μήκος της
εισόδου.

Πρόταση
L P Σp

k ανν υπάρχει κατηόρημα R υποοιζόμενο σε πουνυμικό χρόνο και πουώνυμο p που
φράσσει το μέεθος τν αντικειμένν τν ποσοδεικτών, τέτοια ώστε:

x P L ðñ Dy1@y2 . . .Qyk R(x, y1, y2, . . . , yk),

όπου Q =

#

D, k περιττό
@, k άρτιο .
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Τυχαιότητα (Randomness)

Πολυωνυμική Ιεραρχία — Εναλλαγή Ποσοδεικτών

Παρομοίως, για την κλάση Πp
k μόνο που τώρα η ακολουθία των ποσοδεικτών αρχίζει από @:

Πρόταση
L P Πp

k ανν υπάρχει κατηόρημα R υποοιζόμενο σε πουνυμικό χρόνο και πουώνυμο p που
φράσσει το μέεθος τν αντικειμένν τν ποσοδεικτών, τέτοια ώστε:

x P L ðñ @y1Dy2 . . .Qyk R(x, y1, y2, . . . , yk),

όπου Q =

#

@, k περιττό
D, k άρτιο .
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Τυχαιότητα (Randomness)

Πολυωνυμική Ιεραρχία — Alternating TM I

Η εναλλαγή των ποσοδεικτών στην πολυωνυμική ιεραρχία δίνει το έναυσμα για τον ορισμό της
μηχανής Turing με εναλλασσόμενη λειτουργία. Αν θεωρήσουμε την δενδρική αναπαράσταση των
υπολογισμών μίας NP μηχανής Turing, η μηχανή απαντά ναι, αν υπάρχει ένα τουλάχιστον φύλλο
που λέει «ναι». Μπορούμε να θεωρήσουμε ότι κάθε κόμβος στο δένδρο υπολογίζει την διάζευξη
(_) των αποτελεσμάτων από τα παιδιά του και την προωθεί στον γονέα του (τα φύλλα απλώς
προωθούν προς τα πάνω), μέχρι το αποτέλεσμα να φτάσει στην ρίζα. Αντίστοιχα, μία coNP
μηχανή Turing αποδέχεται όταν στην δενδρική αναπαράσταση όλα τα φύλλα λένε «ναι», οπότε
μπορούμε να θεωρήσουμε ότι ο κάθε κόμβος συλλέγει τα αποτέλεσμα των παιδιών του και προωθεί
στον γονέα του την σύζευξη (^) των αποτελεσμάτων από τα παιδιά του, πάλι μέχρι το σωστό
αποτέλεσμα να φτάσει στην ρίζα. Λέμε ότι όλοι οι κόμβοι στο δένδρο μίας NP μηχανής είναι τύπου
_, ή D, ή υπαρξιακού. Λέμε ότι όλοι οι κόμβοι στο δένδρο μίας coNP μηχανής είναι τύπου ^, ή @, ή
καθολικού.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Τυχαιότητα (Randomness)

Πολυωνυμική Ιεραρχία — Alternating TM II

Μία εναλλασσόμενη μηχανή Turing είναι μία μηχανή Turing στην οποία το αντίστοιχο
υπολογιστικό δένδρο έχει εσωτερικούς κόμβους τύπου _ ή ^. Σημασία έχει το πλήθος
εναλλαγών τύπου. Το μέγιστο πλήθος εναλλαγών (σε ένα μονοπάτι), που πιθανώς να είναι
φραγμένο, αποτελεί μέτρο των δυνατοτήτων μίας τέτοιας μηχανής.

Για παράδειγμα, το υπολογιστικό δένδρο του παρακάτω σχήματος έχει πλήθος εναλλαγών τύπου
ίσο με 2.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Τυχαιότητα (Randomness)

Πολυωνυμική Ιεραρχία — Alternating TM III

^

yes yes yes yes

^^

^

_

_

_

no no no no
Σχήμα: Υπολογιστικό δένδρο με εναλλαγές
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Τυχαιότητα (Randomness)

Πολυωνυμική Ιεραρχία — Alternating TM IV

Μπορεί να δειχθεί ότι η πολυωνυμική ιεραρχία είναι ακριβώς η κλάση των γλωσσών που γίνεται
αποδεκτή από μηχανές Turing που έχουν φραγμένο πλήθος εναλλαγών. Πιο συγκεκριμένα:

L P Σp
k ανν η L γίνεται αποδεκτή από μηχανή Turing που έχει το πολύ k εναλλαγές τύπου και

αρχίζει με τύπο _·
L P Πp

k ανν η L γίνεται αποδεκτή από μηχανή Turing που έχει το πολύ k εναλλαγές τύπου και
αρχίζει με τύπο ^.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Τυχαιότητα (Randomness)

Παραλληλοποιήσιμα προβλήματα I

Για να μελετήσουμε παράλληλους υπολογισμούς θα εισάγουμε ένα νέο μοντέλο υπολογισμού, το
κύκλωμα.

Ένα κύκλωμα είναι ένας κατευθυνόμενος ακυκλικός γράφος, στον οποίο έχουμε ένα σύνολο κόμβων
εισόδου και έναν κόμβο που είναι η έξοδος. Θεωρούμε ότι οι είσοδοι στο κύκλωμα είναι αληθοτιμές
(ή αλλιώς οι τιμές 0 και 1) και κάθε εσωτερικός κόμβος αντιστοιχεί σε μία λογική συνάρτηση (ή
αλλιώς πύλη — gate) με πλήθος εισόδων, όσες οι ακμές που καταλήγουν σε αυτόν. Αν ένα κύκλωμα
C έχει n εισόδους του ενός bit: x1, x2, …, xn, τότε για κάθε x P t0, 1un, υπολογίζει μία μοναδική
τιμή στην έξοδο, την C(x). Αν C(x) = 1, λέμε ότι το κύκλωμα C αποδέχεται την είσοδο των n bit: x.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Τυχαιότητα (Randomness)

Παραλληλοποιήσιμα προβλήματα II

Η αναντιστοιχία του παραπάνω ορισμού αποδοχής, σε σχέση με την αποδοχή, ας πούμε, σε μία
μηχανή Turing, είναι ότι ένα κύκλωμα, λόγω της αμετάβλητης φύσης του, μπορεί να απαντά για
εισόδους μήκους ακριβώς n, ενώ μία μηχανή Turing (ή ένας αλγόριθμος γενικότερα) δέχεται
εισόδους οποιουδήποτε μεγέθους. Για τον λόγο αυτό θα θεωρούμε μία οικογένεια κυκλωμάτων
tC1,C2, . . . u, όπου κάθε Cn έχει n κόμβους εισόδου. Η γλώσσα που αποδέχεται μία οικογένεια
κυκλωμάτων είναι η

L(C) = tx | C|x|(x) = 1u.

Το πρόβλημα είναι ότι οι οικογένειες κυκλωμάτων (σε αντίθεση με τις μηχανές Turing) δεν είναι
αριθμήσιμες.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Τυχαιότητα (Randomness)

Παραλληλοποιήσιμα προβλήματα III

Για να ξεπεράσουμε την παραπάνω δυσκολία, θα περιοριστούμε σε ομοιόμορφες οικογένειες
κυκλωμάτων (uniform circuit families). Για αυτές υπάρχει αλγόριθμος και μάλιστα αποδοτικός ο
οποίος δεδομένου n κατασκευάζει την αναπαράσταση του κυκλώματος Cn της οικογένειας. Μία
επιλογή είναι οι P-ομοιόμορφες οικογένειες, που χρησιμοποιούν πολυωνυμικό αλγόριθμο
κατασκευής. Επειδή όμως τα κυκλώματα χρησιμοποιούνται συνήθως για ορισμό κλάσεων
χαμηλότερα από το P, θα χρησιμοποιήσουμε μία άλλη πιο περιορισμένη έννοια ομοιομορφίας:

Ορισμός
Μία οικογένεια κυκλωμάτων είναι DLOGTIME-ομοιόμορφη αν υπάρχει μηχανή Turing (με
δυνατότητα τυχαίας προσπέλασης στην ταινία εισόδου) που απαντά τις παρακάτω ερωτήσεις σε
χρόνο O(log n):

Υπάρχει σύνδεση από τον κόμβο u στον κόμβο v στο Cn;
Τι είδους πύλη έχει ο κόμβος u;
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Τυχαιότητα (Randomness)

Παραλληλοποιήσιμα προβλήματα IV

Το μέεθος (size) ενός κυκλώματος είναι το πλήθος των κόμβων που περιέχει ο αντίστοιχος
γράφος. Το μέγεθος αποτελεί μέτρο του κόστους κατασκευής του κυκλώματος και συνήθως δεν
θεωρείται περισσότερο από πολυωνυμικό ως προς το μήκος της εισόδου. Το μέγεθος, όμως, δεν
αποτελεί και πολύ καλό μέτρο του χρόνου υπολογισμού σε ένα κύκλωμα, επειδή εν γένει πολλές
λογικές πύλες λειτουργούν παράλληλα. Οι πύλες που πρέπει να περιμένουν διαδοχικά ενδιάμεσα
αποτελέσματα είναι αυτές που βρίσκονται σε κάθε μονοπάτι από μία είσοδο στην έξοδο. Για τον
λόγο αυτό, πιο σημαντικό είναι το βάθος (depth) ενός κυκλώματος, που ορίζεται ως το μήκος του
μακρύτερου μονοπατιού από είσοδο στην έξοδο.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Τυχαιότητα (Randomness)

Παραλληλοποιήσιμα προβλήματα V

Επίσης, σημαντικό είναι το είδος των λογικών πυλών που χρησιμοποιούνται σε κάθε κύκλωμα. Πιο
συγκεκριμένα, θεωρούμε τα παρακάτω είδη λογικών πυλών:

1 Λογικές πύλες με περιορισμένο αριθμό εισόδων (bounded fan-in), καθώς και εναδικές πύλες ␣.
Αρκεί να θεωρήσουμε δυαδικές πύλες ^ και _ (μαζί με τις εναδικές πύλες ␣).

2 Λογικές πύλες ^ και _ με απεριόριστο αριθμό εισόδων (unbounded fan-in), καθώς και εναδικές
πύλες ␣.

3 Πύλες κατωφλίου (threshold) με απεριόριστο αριθμό εισόδων, καθώς και εναδικές πύλες ␣.
Αρκεί, αντί για γενικές πύλες κατωφλίου, να χρησιμοποιήσουμε την πύλη πλειοψηφίας
(majority gate), που δίνει στην έξοδο 1 αν και μόνον αν τουλάχιστον r/2 από τις r εισόδους
της είναι 1.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Τυχαιότητα (Randomness)

Παραλληλοποιήσιμα προβλήματα VI

Με βάση τα παραπάνω μπορούμε να ορίσουμε τις παρακάτω κλάσεις:

Ορισμός
(k ě 0):

1 NCk: η κλάση των γλωσσών που γίνονται αποδεκτές από DLOGTIME-ομοιόμορφες
οικογένειες κυκλωμάτων πολυωνυμικού μεγέθους και βάθους O(logk n), με χρήση πυλών του
1ου είδους (bounded fan-in).

2 ACk: η κλάση των γλωσσών που γίνονται αποδεκτές από DLOGTIME-ομοιόμορφες
οικογένειες κυκλωμάτων πολυωνυμικού μεγέθους και βάθους O(logk n), με χρήση πυλών του
2ου είδους (unbounded fan-in).

3 TCk: η κλάση των γλωσσών που γίνονται αποδεκτές από DLOGTIME-ομοιόμορφες οικογένειες
κυκλωμάτων πολυωνυμικού μεγέθους και βάθους O(logk n), με χρήση πυλών του 3ου είδους
(threshold gates).

4 SCk: η κλάση των γλωσσών που γίνονται αποδεκτές από DTM σε πολυωνυμικό χρόνο και σε
O(logk n) χώρο.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Τυχαιότητα (Randomness)

Παραλληλοποιήσιμα προβλήματα VII

Επίσης, ορίζεται NC =
Ť

kPN NCk. Η τελευταία κλάση λέγεται και Nick’s Class, από τον Nicholas
Pippenger, που ήταν από τους πρώτους που μελέτησε τέτοια κυκλώματα. Στην πραγματικότητα,
πολλά άλλα μοντέλα παράλληλου υπολογισμού (π.χ. PRAM), εκτός από τα κυκλώματα, μπορούν
να χρησιμοποιηθούν για τον ορισμό της κλάσης NC, κάτι που αποτελεί ένδειξη για την ευρωστία
της κλάσης και την στενή σχέση της με τα παραλληλοποιήσιμα προβλήματα.

Το «A» στην ACk οφείλεται στην εναλλαγή (alternation), αφού αποδεικνύεται ότι η κλάση ACk,
για k ě 1, είναι ακριβώς οι γλώσσες που γίνονται αποδεκτές από εναλλασσόμενη μηχανή Turing
που χρησιμοποιεί O(log n) χώρο και κάνει το πολύ O(logk n) εναλλαγές. Το «T» στην TCk
προέρχεται από το threshold. Η ονομασία SC, “Steve’s Class”, προέρχεται από τον Steve Cook.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Τυχαιότητα (Randomness)

Παραλληλοποιήσιμα προβλήματα VIII

Πιο συγκεκριμένα οι κλάσεις σχετίζονται μεταξύ τους ως εξής:

Θεώρημα
Για κάθε k ě 0, NCk Ď ACk Ď TCk Ď NCk+1.

Σε σχέση με άλλες γνωστές κλάσεις, ισχύει:

Θεώρημα
Regular Ď NC1 Ď L = SC1 Ď NL Ď AC1.
Regular Ă CF Ă AC1.

Δηλαδή το πρόβλημα του ελέγχου αν μία συμβολοσειρά παράγεται από δεδομένη γλώσσα χωρίς
συμφραζόμενα (context free) ανήκει στην κλάση NC2.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Αλληλεπίδραση, PCP

Διαλογική αλληλεπίδραση (interactivity) I
Διαλογικά συστήματα αποδείξεων (IP)

Ας θεωρήσουμε έναν αποδείκτη (prover) που προσπαθεί να αποδείξει την αλήθεια μίας πρότασης
του τύπου «x P L» σε κάποιον άλλο, που τον ονομάζουμε επαληθευτή (verifier).

Ο αποδείκτης είναι παντοδύναμος, με την έννοια ότι είναι ένας αλγόριθμος χωρίς περιορισμούς στο
μέγεθος των αγαθών που χρησιμοποιεί (χρόνος, χώρος). Αντίθετα, ο επαληθευτής είναι απλώς ένας
πιθανοτικός αλγόριθμος πολυωνυμικού χρόνου.

Ο επαληθευτής και ο αποδείκτης συμμετέχουν σε ένα πρωτόκολλο επικοινωνίας στέλνοντας
μηνύματα. Ανάλογα με τα μηνύματα που λαμβάνει ο V από τον P, ο V αποδέχεται την απόδειξη,
αλλιώς την απορρίπτει. Ο αποδείκτης μπορεί να μην είναι έντιμος, και να θέλει να πείσει τον
επαληθευτή ότι «x P L», ακόμη και για x για τα οποία «x R L». Ο επαληθευτής, απέναντι στον
παντοδύναμο αποδείκτη, μπορεί να χρησιμοποιήσει εκτός του πολυωνυμικού χρόνου, κυρίως την
τυχαιότητα που διαθέτει.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Αλληλεπίδραση, PCP

Διαλογική αλληλεπίδραση (interactivity) II
Διαλογικά συστήματα αποδείξεων (IP)

Η κλάση IP ορίστηκε από τους Goldwasser, Micali, Rackoff:

Ορισμός
L P IP:

x P L ùñ υπάρχει αποδείκτης (prover) P, ώστε ο επαληθευτής (verifier) V πάντοτε
αποδέχεται (δηλαδή έχουμε πιθανότητα αποδοχής ίση με 1)·
x R L ùñ για κάθε αποδείκτη (prover) P, ο επαληθευτής V δεν αποδέχεται με συντριπτική
πιθανότητα.

Ας θεωρήσουμε το πρόβλημα μη ισομορφισμού γράφων: «Δίνονται δύο γράφοι. Είναι μη
ισομορφικοί;». Αυτό το πρόβλημα ανήκει στο coNP. Θα δώσουμε ένα πρωτόκολλο για το πρόβλημα
μη ισομορφισμού γράφων, που θα δείχνει ότι το πρόβλημα είναι στο IP.

Αρχικά, ο επαληθευτής έχει τους δύο γράφους G1 και G2. Επιλέγει τυχαία έναν από τους δύο,
έστω των Gi, και υπολογίζει έναν τυχαίο ισομορφικό γράφο του Gi, έστω τον H (αυτό γίνεται
διαλέγοντας τυχαία μία μετάθεση των n κορυφών του γράφου Gi). Στέλνει τον γράφο H στον
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Αλληλεπίδραση, PCP

Διαλογική αλληλεπίδραση (interactivity) III
Διαλογικά συστήματα αποδείξεων (IP)

αποδείκτη, ζητώντας ένα j τέτοιο ώστε ο Gj να είναι ισομορφικός του H. Ο αποδείκτης απαντά με
ένα j P t1, 2u. Ο επαληθευτής αποδέχεται αν όντως i = j, αλλιώς απορρίπτει.

Στην περίπτωση που όντως οι G1, G2 είναι μη ισομορφικοί, ο P, αφού είναι παντοδύναμος, βρίσκει
με ποιον (μοναδικό) γράφο είναι ισομορφικός ο H που του έστειλε ο V και δίνει την σωστή τιμή για
να αποδεχθεί ο V. Αν τώρα οι G1, G2 είναι ισομορφικοί, ο P αδυνατεί να συμπεράνει από ποιον
γράφο προήλθε ο ισομορφικός H, άρα δεν μπορεί να κάνει κάτι καλύτερο από το να στείλει τυχαία
ένα από τα t1, 2u στον V. Έτσι, αν οι δύο γράφοι είναι μη ισομορφικοί ο V δεν αποδέχεται με
πιθανότητα 1/2.

Τα παραπάνω σκιαγραφούν μία απόδειξη ότι το πρόβλημα μη ισομορφισμού γράφων ανήκει στην
IP.

Στην πραγματικότητα, κάθε γλώσσα στην πολυωνυμική ιεραρχία έχει πρωτόκολλο IP. Μάλιστα,
έχει αποδειχθεί το ακόμη ισχυρότερο αποτέλεσμα:
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Αλληλεπίδραση, PCP

Διαλογική αλληλεπίδραση (interactivity) IV
Διαλογικά συστήματα αποδείξεων (IP)

Θεώρημα (Shamir)
IP = PSPACE

Τι γίνεται όμως στην περίπτωση που ο επαληθευτής μπορεί να διαλέγεται με δύο ή περισσότερους
αποδείκτες; Αν οι αποδείκτες επικοινωνούν μεταξύ τους, τότε παραμένουμε στην κλάση IP
(πρακτικά, ένας αποδείκτης, ως παντοδύναμος αλγόριθμος, μπορεί να εξομοιώνει οσουσδήποτε
άλλους). Αν όμως, οι αποδείκτες δεν έχουν επικοινωνία μεταξύ τους, τότε προκύπτει η ισχυρότερη
κλάση MIP (Multi IP). Μάλιστα ισχύει: MIP = NEXP.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Αλληλεπίδραση, PCP

Διαλογική αλληλεπίδραση (interactivity) I
Κλάσεις Arthur-Merlin

Στην κλάση IP ο επαληθευτής κρατά «κρυφά» τα τυχαία bits που χρησιμοποιεί. Μάλιστα, στην
απόδειξη ότι το πρόβλημα μη ισομορφισμού γράφων είναι στην IP, αυτό αποτελεί βασικό
συστατικό της απόδειξης. Φαίνεται ότι αν ο επαληθευτής είναι υποχρεωμένος να αποκαλύπτει τα
bits του, προκύπτει μία μικρότερη κλάση γλωσσών από την IP. Σε αυτήν την κλάση γλωσσών ο
αποδείκτης ονομάζεται Merlin και ο επαληθευτής Arthur (αυτή η περιγραφή οφείλεται στον Babai).
Μάλιστα, μπορούμε να θεωρήσουμε ότι τα μηνύματα του Arthur είναι ακόμα πιο περιορισμένα:
απλώς στέλνει τα τυχαία bits στον Merlin. Ανάλογα με τις απαντήσεις του Merlin, ο Arthur
αποφασίζει αν θα αποδεχθεί.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Αλληλεπίδραση, PCP

Διαλογική αλληλεπίδραση (interactivity) II
Κλάσεις Arthur-Merlin

Λέμε ότι οι Arthur και Merlin παίζουν ένα παιχνίδι k κινήσεων μεταξύ τους (κάθε κίνηση αντιστοιχεί
σε ένα μήνυμα): αν ο Arthur κινείται πρώτος το παιχνίδι συμβολίζεται με AM(k), ενώ αν κινείται
πρώτος ο Merlin με MA(k). Για παράδειγμα, AM(1) = A, AM(2) = AM, AM(3) = AMA,
MA(1) = M, MA(2) = MA, MA(3) = MAM. Μία άλλη διαφορά σε σχέση με την κλάση IP είναι
ότι χρειάζεται να φράξουμε τις πιθανότητες μακριά από το 1/2 (πάλι δεν έχει μεγάλη σημασία η
ακριβής τιμή). Τυπικά, για την κλάση AM(k), έχουμε:

Ορισμός
L P AM(k) ανν υπάρχει παιχνίδι k κινήσεων όπου παίζει πρώτος ο Arthur και στο οποίο αν:

x P L ùñ ο Arthur πείθεται με πιθανότητα μεγαλύτερη από 2/3 ότι x P L·
x R L ùñ ο Arthur πείθεται με πιθανότητα μικρότερη από 1/3 ότι x P L.

Με την βοήθεια των γενικευμένων ποσοδεικτών οι κλάσεις μπορούν να γραφτούν ως εξής (Zachos):

AM = AM(2) = (D+D, D+@), MA = MA(2) = (DD+,@D+),
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Αλληλεπίδραση, PCP

Διαλογική αλληλεπίδραση (interactivity) III
Κλάσεις Arthur-Merlin

και για άρτιο k, αν AM(k) = (Q1,Q2), όπου Q1, Q2 ακολουθίες ποσοδεικτών:

AM(k+ 1) = (Q1D
+,Q2D

+), AM(k+ 2) = (Q1D
+D,Q2D

+@).

Η παραπάνω περιγραφή, μπορεί να απλοποιηθεί ως εξής (Zachos):

AM = AM(2) = (@D, D+@), MA = MA(2) = (D@,@D+),

και για άρτιο k, αν AM(k) = (Q1,Q2), όπου Q1, Q2 ακολουθίες ποσοδεικτών:

AM(k+ 1) = (Q1@,Q2D
+), AM(k+ 2) = (Q1@D,Q2D

+@).

Χρησιμοποιώντας ιδιότητες των ποσοδεικτών προκύπτουν τα παρακάτω αποτελέσματα:

Πρόταση
MA Ď AM .
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Αλληλεπίδραση, PCP

Διαλογική αλληλεπίδραση (interactivity) IV
Κλάσεις Arthur-Merlin

Πρόταση
Η ιεραρχία τν παιχνιδιών Arthur-Merlin καταρρέει, δηαδή:

AM = AM(k) = MA(k+ 1), ια κάθε k ě 2.

Αν και όπως είπαμε, η κλάση Arthur-Merlin με πολυωνυμικό πλήθος μηνυμάτων αλληλεπίδρασης
φαίνεται ασθενέστερη (λόγω δημοσιοποίησης των τυχαίων bits) σε σχέση με την IP, εν τούτοις οι
Goldwasser, Sipser απέδειξαν ότι είναι ισοδύναμες.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Αλληλεπίδραση, PCP

Διαλογική αλληλεπίδραση (interactivity) I
Probabilistic Checable Proofs — PCP

Αν αντικαταστήσουμε στις διαλογικές αποδείξεις, τον αποδείκτη με μία απλή απόδειξη, έχουμε την
κλάση PCP. Ας πούμε ότι στην PCP, ο αποδείκτης δεν έχει καμμία άλλη επικοινωνία, εκτός από το
να γράψει στην αρχή της αλληλεπίδρασης με τον επαληθευτή V μίαν απόδειξη και να την στείλει
στον V. Πρέπει να σημειώσουμε ότι οι αποδείξεις αυτές ελέγχονται πιθανοτικά από τον V. Τυπικά:

Ορισμός
L P PCP:

x P L ùñ υπάρχει απόδειξη Π τέτοια ώστε ο επαληθευτής (verifier) V πάντοτε αποδέχεται
(δηλαδή έχουμε πιθανότητα αποδοχής ίση με 1)·
x R L ùñ για κάθε «απόδειξη» Π, ο επαληθευτής V δεν αποδέχεται με συντριπτική
πιθανότητα.

Αυτή η κλάση φαίνεται πολύ ισχυρότερη από την IP γιατί πλέον ο επαληθευτής έχει να
«αντιμετωπίσει» ένα στατικό αντικείμενο (την απόδειξη) και όχι ένα προσαρμοζόμενο στις
ερωτήσεις του (τον αποδείκτη). Και πράγματι αποδεικνύεται ότι PCP = MIP(= NEXP). Για τον
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Αλληλεπίδραση, PCP

Διαλογική αλληλεπίδραση (interactivity) II
Probabilistic Checable Proofs — PCP

λόγο αυτό, θα θεωρήσουμε περιορισμούς της κλάσης PCP. Θα θεωρήσουμε δύο είδη αγαθών που
δεν μπορεί να χρησιμοποιεί αφειδώς ο επαληθευτής:

τυχαιότητα (με την μορφή τυχαίων bits)·
bits της απόδειξης που εξετάζονται (ερωτήσεις, ή αλλιώς queries, στην απόδειξη).

Ορισμός
Η κλάση PCP(r(n), q(n)) αποτελείται από τις γλώσσες L P PCP για τις οποίες ο πιθανοτικός
πολυωνυμικού χρόνου επαληθευτής V χρησιμοποιεί O(r(n)) τυχαία bits και ελέγχει O(q(n)) bits
στην απόδειξη.

Για παράδειγμα, ήδη γνωστές κλάσεις πολυπλοκότητας μπορούν να οριστούν με την βοήθεια των
παραπάνω: PCP = PCP(poly(n), poly(n)), P = PCP(0, 0), NP = PCP(0, poly(n)),
coRP = PCP(poly(n), 0).

Ένα πολύ σημαντικό αποτέλεσμα (Arora, Lund, Motwani, Sudan, Szegedy) είναι το εξής:
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Αλληλεπίδραση, PCP

Διαλογική αλληλεπίδραση (interactivity) III
Probabilistic Checable Proofs — PCP

Θεώρημα (PCP)
NP = PCP(log n, 1).

Μία εφαρμογή του θεωρήματος PCP είναι σε αποδείξεις μη προσεγγισιμότητας.

Το βασικό εργαλείο στην απόδειξη του προηγουμένου θεωρήματος είναι μία μέθοδος (PCP
encoding) που διαχέει ένα πιθανό λάθος μίας απόδειξης σε όλα τα κομμάτια της απόδειξης, έτσι
ώστε ο επαληθευτής να έχει συντριπτική πιθανότητα να διαγνώσει το λάθος. Η μέθοδος αυτή
βασίζεται σε τεχνικές κωδίκων διόρθωσης λαθών (error correcting codes).
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Μέτρηση

Μετρητικές Κλάσεις I

Μετρητικές κλάσεις ορίζονται με βάση το πλήθος των λύσεων που έχει κάποιο πρόβλημα. Πρόκειται
δηλαδή για κλάσεις συναρτήσεων (όπως η FP). Ενδιαφέρον έχουν οι παρακάτω δύο κλάσεις:

Ορισμός
#P είναι η κλάση των συναρτήσεων f για τις οποίες υπάρχει μη ντετερμινιστική μηχανή Turing
πολυωνυμικού χρόνου, το υπολογιστικό δέντρο της οποίας έχει ακριβώς f(x) υπολογιστικά
μονοπάτια που αποδέχονται (για είσοδο x).

Ορισμός
#L είναι η κλάση των συναρτήσεων f για τις οποίες υπάρχει μη ντετερμινιστική μηχανή Turing
λογαριθμικού χώρου, το υπολογιστικό δέντρο της οποίας έχει ακριβώς f(x) υπολογιστικά
μονοπάτια που αποδέχονται (για είσοδο x).

Σε μετρητικές κλάσεις χρήσιμες είναι αναγωγές που διατηρούν το πλήθος των λύσεων.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Μέτρηση

Μετρητικές Κλάσεις II

Ένα χαρακτηριστικό παράδειγμα πλήρους προβλήματος για την #P είναι το πρόβλημα #SAT:
«Δίνεται τύπος σε συζευκτική κανονική μορφή. Πόσες διαφορετικές αναθέσεις υπάρχουν που
ικανοποιούν τον τύπο;». Είναι προφανές ότι φ P SAT ανν #SAT(φ) ‰ 0.

Ο Valiant έδειξε ότι υπάρχουν προβλήματα απόφασης στο P (π.χ. ύπαρξη τέλειου ταιριάσματος σε
γραφήματα) των οποίων το αντίστοιχο μετρητικό πρόβλημα (π.χ. #PERFECT MATCHINGS) είναι
#P-πλήρες.

Μερικά αποτελέσματα για αυτές τις κλάσεις:

FP Ď #P Ď FPSPACE, PPP = P#P, FL Ď #L Ď FNC2.

Θεώρημα (Toda)
PH Ď P#P.

Η απόδειξη αποτελείται από δύο βασικούς εγκλεισμούς, όπως φαίνεται στα παρακάτω λήμματα:
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Μέτρηση

Μετρητικές Κλάσεις III

Lemma
PH Ď BPP‘P.

Απόδειξη:

1 ‘P‘P = ‘P (Papadimitriou-Zachos)
2 NP Ď BPPñ PH Ď BPP (Zachos)
3 NP Ď RP‘P (Valiant-Vazirani) Ď BPP‘P

4 NP‘P Ď BPP‘P‘P (3. με μαντείο ‘P) 1.
ñ NP‘P Ď BPP‘P

5 NP‘P Ď BPP‘P ñ PH‘P Ď BPP‘P (2. με μαντείο ‘P)
6 PH‘P = PH Ď BPP‘P l
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Μέτρηση

Μετρητικές Κλάσεις IV

Lemma
BPP‘P Ď P#P

Χωρίς απόδειξη.

l

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 374 / 422



.
.
.

.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.

Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Προσεγγιστικοί Αλγόριθμοι (Approximation algorithms)

Προσεγγιστικοί Αλγόριθμοι I

Γνωρίζουμε ότι τα NP-δύσκολα προβλήματα δεν μπορούμε να τα λύσουμε:

1 Ακριβώς
2 Για όλα τα στιγμιότυπα
3 Σε πολυωνυμικό χρόνο
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Προσεγγιστικοί Αλγόριθμοι (Approximation algorithms)

Προσεγγιστικοί Αλγόριθμοι II

Αν αγνοήσουμε την συνθήκη (1), τότε έχουμε Προσεγγιστικούς Αλγορίθμους.
Αν αγνοήσουμε την συνθήκη (2), τότε μπορούμε να βρούμε μεγάλες υποκλάσεις
στιγμιοτύπων του προβλήματος, στις οποίες το πρόβλημα να λύνεται σε πολυωνυμικό
χρόνο, αλλά επίσης είναι δυνατόν να αποφασίσουμε ντετερμινιστικά σε πολυωνυμικό χρόνο
εάν η είσοδος ανήκει στην εν λόγω υποκλάση.

Ψευδοπολυωνυμικοί, Ισχυρά Πολυωνυμικοί
Παραμετροποίηση (πχ VERTEXCOVER(n, k))
Παραμετρική Πολυπλοκότητα (2knc, nk κλπ)

Αν αγνοήσουμε την συνθήκη (3), τότε κατατάσσουμε υπερπολυωνυμικές λύσεις με μεγαλύτερη
ευκρίνεια.
1.003n ď 1.5n ď 2n ď 5n ď n! ď nn

nlog log n ď nlog n ď nlog
13 n ď nn.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Προσεγγιστικοί Αλγόριθμοι (Approximation algorithms)

Προσεγγιστικοί Αλγόριθμοι III

Ένα πρόβλημα βελτιστοποίησης είναι: (I, S, v, goal).

I: τα στιγμιότυπα του προβλήματος·
S: μία συνάρτηση που αντιστοιχίζει σε κάθε στιγμιότυπο τις εφικτές λύσεις·
v: η αντικειμενική συνάρτηση· αντιστοιχίζει σε κάθε εφικτή λύση, έναν θετικό ακέραιο·
goal: min ή max, για πρόβλημα ελαχιστοποίησης ή μεγιστοποίησης της αντικειμενικής
συνάρτησης, αντίστοιχα.

Η τιμή της αντικειμενικής συνάρτησης για την βέλτιστη λύση με είσοδο x συμβολίζεται με OPT(x)
και είναι ίση με goaltv(y) | y P S(x)u.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Προσεγγιστικοί Αλγόριθμοι (Approximation algorithms)

Προσεγγιστικοί Αλγόριθμοι IV

Επίσης, ορίζουμε για κάθε πρόβλημα βελτιστοποίησης το αντίστοιχο (underlying) πρόβλημα
απόφασης ως εξής:

Δίδεται επιπλέον της εισόδου x ένα φράγμα k.
Ερώτηση: είναι OPT(x) ě k;
(για πρόβλημα μεγιστοποίησης – ανάλογα για πρόβλημα ελαχιστοποίησης.)

Παράδειγμα
Στο πρόβλημα MAX-CLIQUE το στιγμιότυπο είναι ένας γράφος x, οι εφικτές λύσεις είναι όλοι οι
πλήρεις υπογράφοι του x (κλίκες), η αντικειμενική συνάρτηση είναι το πλήθος των κόμβων της
κλίκας και goal = max. Το αντίστοιχο πρόβλημα απόφασης είναι το γνωστό CLIQUE.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Προσεγγιστικοί Αλγόριθμοι (Approximation algorithms)

Προσεγγιστικοί Αλγόριθμοι V

Ορίζουμε τις παρακάτω βασικές κλάσεις πολυπλοκότητας για προβλήματα βελτιστοποίησης:

Ορισμός
NPO: η κλάση των προβλημάτων βελτιστοποίησης, για τα οποία το αντίστοιχο πρόβλημα
απόφασης είναι στο NP (με την προϋπόθεση ότι υπάρχουν εφικτές λύσεις για κάθε στιγμιότυπο).

Ορισμός
PO: η κλάση των προβλημάτων βελτιστοποίησης, για τα οποία το αντίστοιχο πρόβλημα απόφασης
είναι στο P.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Προσεγγιστικοί Αλγόριθμοι (Approximation algorithms)

Προσεγγιστικοί Αλγόριθμοι VI

Πολλά προβλήματα βελτιστοποίησης είναι NP-δύσκολα. Για αυτό αναζητούμε προσεγγιστικούς
πολυωνυμικούς αλγόριθμους που επιλύουν τέτοια προβλήματα.

Ορισμός
Ένας πολυωνυμικός αλγόριθμος M είναι ρ-προσεγγιστικός για ένα πρόβλημα μεγιστοποίησης αν
για κάθε x P I επιστρέφει μια λύση M(x) P S(x) τέτοια ώστε:

v(M(x))
OPT(x)

ď ρ.

Αντίστοιχα ορίζεται ρ-προσεγγιστικός αλγόριθμος για πρόβλημα ελαχιστοποίησης.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Προσεγγιστικοί Αλγόριθμοι (Approximation algorithms)

Προσεγγιστικοί Αλγόριθμοι VII

Οι πιο γνωστές υποκλάσεις της NPO, εκτός της PO, είναι οι εξής:

poly-APX: περιέχει προβλήματα για τα οποία υπάρχει p(n)-προσεγγιστικός αλγόριθμος για
κάποιο πολυώνυμο p (όπου n είναι το μήκος της εισόδου: n = |x|).
log-APX: περιέχει προβλήματα για τα οποία υπάρχει log n-προσεγγιστικός αλγόριθμος (όπου
n είναι το μήκος της εισόδου: n = |x|).
APX: περιέχει προβλήματα για τα οποία υπάρχει ρ-προσεγγιστικός αλγόριθμος για κάποια
σταθερά ρ ą 0.
PTAS: περιέχει προβλήματα για τα οποία υπάρχει πουνυμικού χρόνου προσειστικό
σχήμα, δηλαδή (1+ε)-προσεγγιστικός αλγόριθμος ια κάθε σταθερά ε ą 0.
FPTAS: περιέχει προβλήματα για τα οποία υπάρχει πήρς πουνυμικού χρόνου
προσειστικό σχήμα, δηλαδή (1+ε)-προσεγγιστικός αλγόριθμος για κάθε σταθερά ε ą 0,
που επιπλέον ο χρόνος που χρειάζεται είναι πολυωνυμικός και ως προς το 1/ε.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Προσεγγιστικοί Αλγόριθμοι (Approximation algorithms)

Προσεγγιστικοί Αλγόριθμοι VIII
NPO (TSP)

poly´ APX (CLIQUE)

OO

log´ APX (SET COVER)

OO

APX (VERTEX COVER)

OO

PTAS (BIN PACKING)

OO

FPRAS (#DNF)

OO

FPTAS (0´ 1 KNAPSACK)

OO

PO (LP)

OO

Σχήμα: Κλάσεις προβλημάτων βελτιστοποίησης
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Πολυπλοκότητα Αναζήτησης

Πολυπλοκότητα Αναζήτησης I

Ορισμός
FNP είναι η κλάση των μερικών πλειότιμων (partial multi-valued) συναρτήσεων που
υπολογίζονται από μία μη-ντετερμινιστική μηχανή Turing πολυωνυμικού χρόνου, τέτοια ώστε το
δέντρο υπολογισμού, για είσοδο x, έχει στα φύλλα είτε ? είτε το πιστοποιητικό y του μονοπατιού
που ικανοποιεί το αντίστοιχο κατηγόρημα R(x, y).

Το μη-ντετερμινιστικό μοντέλο, όμως, δημιουργεί προβλήματα στον ορισμό κλάσεων συναρτήσεων,
λόγω του ότι για μία δεδομένη είσοδο x P Σ˚ δεν υπάρχει μοναδική συμβολοσειρά εξόδου. Η
προσπάθεια να αντιμετωπιστεί αυτό το ζήτημα, οδήγησε στον ορισμό των ακόλουθων κλάσεων:

NPMV: Η κάση τν μερικών πειότιμν συναρτήσεν που υποοίζονται από μία
μη-ντετερμινιστική μηχανή Turing πουνυμικού χρόνου, τέτοια ώστε το δέντρο υποοισμού,
ια είσοδο x, έχει στα φύα είτε ? είτε κάποια από τα δυνατές απαντήσεις της μηχανής
Turing.
NPSV: Η κάση που περιαμβάνει μονότιμες NPMV συναρτήσεις.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Πολυπλοκότητα Αναζήτησης

Πολυπλοκότητα Αναζήτησης II

Όλες οι κλάσεις που θα δούμε στην συνέχεια του κεφαλαίου είναι υποσύνολα της κλάσης TFNP,
όπου το “T” δηλώνει ότι οι συναρτήσεις αυτές είναι ολικές (total), δηλαδή πάντα υπάρχει
τουλάχιστον μία λύση. Η ύπαρξη λύσης για κάθε τέτοια κλάση οφείλεται σε υπαρξιακές
αποδείξεις κάποιων ιδιοτήτων (συνήθως γραφοθεωρητικών).

Ορισμός
Ένα πρόβλημα αναζήτησης Π αποτελείται από ένα σύνολο στιγμιοτύπων (instances), και κάθε
στιγμιότυπο I έχει ένα σύνολο Sol(I) λύσεων. Δεδομένου ενός στιγμιοτύπου, ζητείται ο
υπολογισμός μιας λύσης. Ένα πρόβλημα αναζήτησης είναι οικό αν Sol(I) ‰ H, για κάθε
στιμιότυπο I.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Πολυπλοκότητα Αναζήτησης

Προβλήματα Τοπικής Αναζήτησης I

Ορισμός
Ένα πρόβλημα Π ανήκει στην κλάση PLS (Polynomial Local Search) αν οι λύσεις είναι
πολυωνυμικά φραγμένες ως προς το μήκος της εισόδου, και υπάρχουν αλγόριθμοι πολυωνυμικού
χρόνου για τα επόμενα:

1 Δοθείσης συμβολοσειράς I, έλεγξε αν το I είναι στιγμιότυπο του Π, και αν ναι υπολόγισε μια
αρχική λύση που να ανήκει στο Sol(I).

2 Δοθέντων I, s, έλεγξε αν s P Sol(I), και αν ναι, υπολόγισε το κόστος της λύσης cI(s).
3 Δοθέντων I, s, έλεγξε αν η s αποτελεί τοπικά βέλτιστη λύση, και αν όχι, βρες μία “καλύτερη”
λύση s1 P NI(s), όπου NI(s) οι γείτονες της λύσης s για το στιγμιότυπο I.

Κάθε πρόβλημα στην PLS δέχεται έναν αλγόριθμο τοπικής αναζήτησης: Χρησιμοποιούμε τον πρώτο
αλγόριθμο για να αποκτήσουμε μια αρχική λύση, και μετά επαναληπτικά εφαρμόζουμε τον τρίτο
αλγόριθμο μέχρι να φτάσουμε σε μία τοπικά βέλτιστη λύση. Δεδομένου ότι οι εφικτές λύσεις είναι
εκθετικά πολλές, η παραπάνω διαδικασία δεν ολοκληρώνεται απαραίτητα σε πολυωνυμικό χρόνο.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Πολυπλοκότητα Αναζήτησης

Προβλήματα Τοπικής Αναζήτησης II

Παράδειγμα
Έστω το πρόβλημα MAXCUT, όπου μας δίνεται ένας μη κατευθυνόμενος γράφος G(V, E) και ένα
βάρος we ě 0 για κάθε ακμή. Οι εφικτές λύσεις αντιστοιχούν σε διαμερίσεις (S, S) του
συνόλου των κορυφών, και η αντικειμενική συνάρτηση στην μεγιστοποίηση του συνολικού
βάρους των ακμών που ανήκουν στην διαμέριση.
Δύο λύσεις είναι γειτονικές αν μπορούμε να μεταβούμε από την μία στην άλλη μεταφέροντας
μία κορυφή από την διαμέριση στο συμλήρωμά της.
Ξεκινάμε από μία αυθαίρετη διαμέριση (S, S), και όσο υπάρχει καλύτερη γειτονική λύση,
μεταβαίνουμε σε αυτήν.
Ο αλγόριθμος τερματίζεται όταν δεν υπάρχει καλύτερη γειτονική λύση, δηλαδή όταν έχουμε
φτάσει σε μία τοπικά βέλτιστη λύση.

Παρατηρήστε ότι το πλήθος τον εφικτών λύσεων του MAXCUT είναι εκθετικό ως προς το μήκος της
εισόδου.

Η δομή του προβλήματος επάγει έναν γράφο G, όπου οι κορυφές είναι οι εφικτές λύσεις, και δύο
κορυφές συνδέονται με ακμή αν μπορούμε να μεταβούμε από την μία στην άλλη με μία απλή
αλλαγή.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Πολυπλοκότητα Αναζήτησης

Προβλήματα Τοπικής Αναζήτησης III
Παρατηρούμε ότι κάθε πρόβλημα στην κλάση PLS ανήκει στην κλάση TFNP, λόγω του γεγονότος
ότι κάθε κατευθυνόμενος ακυκλικός γράφος (DAG) έχει μία καταβόθρα (sink), ή εναλλακτικά, ότι
κάθε πεπερασμένο σύνολο αριθμών έχει ελαχιστικό στοιχείο.

Ορισμός
Μία αναγωγή από ένα πρόβλημα αναζήτησης Π1 σε ένα πρόβλημα Π2 αποτελείται από δύο
αλγορίθμους πολυωνυμικού χρόνου:

1 Ένας αλγόριθμος A που απεικονίζει στιγμιότυπα x P Π1 σε στιγμιότυπα A(x) P Π2.
2 Ένας αλγόριθμος B που απεικονίζει λύσεις y του Π2 με είσοδο A(x) σε λύσεις B(y) του Π1 με
είσοδο x.

Στην περίπτωση της PLS, οι λύσεις που απεικονίζονται από τον B είναι τα τοπικά βέλτιστα.

Τα επόμενα προβλήματα είναι PLS-πλήρη:

MAXCUT
TSP
MAXSAT
PURE NASH EQUILIBRIUM σε παίγνια συμφόρησης.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Πολυπλοκότητα Αναζήτησης

Αναζήτηση Ισορροπιών Nash I

Έστω (S, f) ένα παίγνιο n παικτών, όπου Si το σύνολο των στρατηικών του παίκτη i,
S = S1 ˆ S2 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Sn το σύνολο των στρατηικών προφί των παικτών, και
f(x) = (f1(x), . . . , fn(x)) η συνάρτηση κέρδους υπολογισμένη στο x P S.
Έστω xi το προφίλ στρατηγικής του παίκτη i και x´i τα προφίλ στρατηγικής όλων των
υπολοίπων παικτών εκτός του i.
Δεδομένου ότι κάθε παίκτης i P t1, . . . , nu επιλέγει την στρατηγική xi, το προφίλ των
στρατηγικών που επιλέγονται περιγράφεται από το διάνυσμα x = (x1, . . . , xn) και το κέρδος
κάθε παίκτη υπολογίζεται από τη συνάρτηση κέρδους fi(x).

Ορισμός (Ισορροπία Nash)
Ένα στρατηγικό προφίλ x˚ P S αποτελεί ισορροπία Nash, εάν κανένας παίκτης δεν μπορεί να
βελτιώσει το κέρδος του αλλάζοντας μονομερώς την στρατηγική του. Με άλλα λόγια:

@i, xi P Si : fi(x˚
i , x

˚
´i) ě fi(xi, x˚

´i)

Σημειώνουμε ότι στην περίπτωση όπου η παραπάνω ανισότητα ισχύει γνησίως για όλους τους
παίκτες και τις στρατηγικές, έχουμε τον ορισμό της αυστηρής Nash ισορροπίας. Αντίστοιχα, εάν
κάποιος παίκτης μπορεί να αλλάξει την στρατηγική του διατηρώντας (αλλά όχι απαραίτητα
αυξάνοντας) το κέρδος του, γίνεται λόγος για ασθενή Nash ισορροπία.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Πολυπλοκότητα Αναζήτησης

Αναζήτηση Ισορροπιών Nash II
Βασικό ρόλο στην απόδειξη του Nash για την ύπαρξη (μικτών) Nash ισορροπιών σε κάθε
πεπερασμένο παίγνιο έπαιξε το παρακάτω τοπολογικό θεώρημα:

Ορισμός (Θεώρημα Σταθερού Σημείου του Brouwer)
Έστω S Ă Rn ένας κυρτός και συμπαγής (κλειστός και φραγμένος) χώρος. Για κάθε συνεχή
συνάρτηση f : SÑ S, υπάρχει ένα σημείο x0 τέτοιο ώστε f(x0) = x0 (σταθερό σημείο).

Σχήμα: Σχηματικό παράδειγμα του Θεωρήματος Σταθερού Σημείου.
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Αναζήτηση Ισορροπιών Nash III

Η τελευταία έννοια με την οποία θα ασχοληθούμε είναι το Λήμμα του Sperner, το οποίο και
αποτελεί το συνδυαστικό ανάλογο του παραπάνω Θεωρήματος Σταθερού Σημείου. Για λόγους
απλότητας, θα παρουσιάσουμε μια απλοποιημένη εκδοχή του λήμματος στην περίπτωση των δύο
διαστάσεων. Ας υποθέσουμε ότι έχουμε ένα ορθογώνιο ΑΒΓΔ και μια τριγωνοποίηση πάνω σε
αυτό, όπως ακριβώς βλέπουμε στην επόμενη εικόνα. Επιπλέον, θεωρούμε ότι οι κορυφές που
δημιουργούνται από την τριγωνοποίηση χρωματίζονται με έκυρο τρόπο σύμφωνα με τους
παρακάτω κανόνες:

1 Οι κορυφές που ακουμπούν στην πλευρά ΑΒ πρέπει να έχουν υποχρεωτικά χρώμα 1 (κίτρινο),
στις πλευρές ΒΓ και ΓΔ χρώμα 2 (μπλε) και στην πλευρά ΔΑ χρώμα 3 (κόκκινο).

2 Οι κορυφές που δεν βρίσκονται στα σύνορα του ΑΒΓΔ μπορούν να λάβουν οποιοδήποτε
χρώμα.
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Αναζήτηση Ισορροπιών Nash IV

Σχήμα: Έγκυρος χρωματισμός σε τυχαία τριγωνοποίηση.
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Αναζήτηση Ισορροπιών Nash V
Λήμμα (2D-Sperner)
Σε κάθε τρινοποίηση με τον παραπάν έγκυρο χρματισμό υπάρχει κάποιο τρι-χρματικό
τρίνο (tri-chromatic triangle), δηαδή, κάποιο τρίνο του οποίου κάθε κορυφή θα έχει
χρματιστεί με διαφορετικό χρώμα. Ισχύει, μάιστα, ότι ο συνοικός αριθμός τν τρι-χρματικών
τριώνν είναι περιττός.

Απόδειξη:
Δεδομένου κάποιου έγκυρου χρωματισμού, μπορούμε πάντα να κατασκευάσουμε ένα ““τεχνητό””
τρι-χρωματικό τρίγωνο, εκτός του επιπέδου του ορθογωνίου, στην κάτω αριστερά πλευρά του.
Ξεκινώντας από το τρίγωνο αυτό, θα ορίσουμε έναν περίπατο ανάμεσα στα τρίγωνα, ο οποίος,
όπως θα δείξουμε, θα έχει κάποιο τρι-χρωματικό τρίγωνο σαν τελικό προορισμό. Έστω KL η ακμή
του τεχνητού τριγώνου (αφετηρία) που αποτελεί είσοδο στην επιφάνεια ΑΒΓ, και έστω k και l τα
χρώματα των δύο κορυφών που την ορίζουν, κίτρινο και κόκκινο αντίστοιχα. Ο κανόνας σύμφωνα
με τον οποίο θα περιπλανηθούμε στα τρίγωνα είναι ο παρακάτω: Οποτεδήποτε βρίσκουμε στο
τρέχον τρίνο ακμή με χρματισμό 1 και 3, τη διασχίζουμε, μόνο εάν το χρώμα 1 βρίσκεται στα
αριστερά μας. Μπορούμε εύκολα να επαληθεύσουμε ότι η μόνη περίπτωση όπου ο περίπατος
σταματάει είναι όταν βρεθούμε σε τρι-χρωματικό τρίγωνο. Δεδομένου ότι ο αριθμός των τριγώνων
είναι πεπερασμένος, ο περίπατός μας πρέπει υποχρεωτικά να σταματήσει, να βρει, δηλαδή, κάποιο
τρι-χρωματικό τρίγωνο. Σε αντίθετη περίπτωση, ο περίπατος θα πρέπει να βρεθεί σε ατέρμονα
βρόχο, γεγονός το οποίο, εξαιτίας του κανόνα που ορίσαμε, αποκλείεται να συμβεί. Άρα, έχοντας
πλέον αποδείξει την ύπαρξη τρι-χρωματικών τριγώνων στο εσωτερικό του ΑΒΓΔ, μπορούμε με
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Πολυπλοκότητα Αναζήτησης

Αναζήτηση Ισορροπιών Nash VI

παρόμοιο τρόπο να δείξουμε ότι ο αριθμός τους είναι περιττός. Πιο συγκεκριμένα, ξεκινώντας από
κάποιο τρι-χρωματικό τρίγωνο και ακολουθώντας τον αντίστροφο περίπατο από αυτόν που
περιγράψαμε παραπάνω, μπορούμε να δείξουμε ότι θα βρεθούμε σε κάποιο άλλο τρι-χρωματικό
τρίγωνο. Συμπεραίνουμε, λοιπόν, ότι τα τρι-χρωματικά τρίγωνα έρχονται σε ζευγάρια. Δεδομένου,
όμως, ότι ένα από αυτά είναι τεχνητό, καταλήγουμε στο ότι ο αριθμός των τρι-χρωματικών
τριγώνων είναι περιττός.
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Αναζήτηση Ισορροπιών Nash VII

Το Θεώρημα Σταθερού Σημείου του Brouwer μπορεί να αποδειχθεί μέσω της χρήσης του παραπάνω
λήμματος. Πιο συγκεκριμένα, θεωρούμε μια ασθενή μορφή του Θεωρήματος Σταθερού Σημείου,
δηλαδή, ότι υπάρχει σταθερό (με την ασθενή έννοια) σημείο x0 για το οποίο |f(x0)´ x0| ď ϵ, για
ϵ ą 0. Στην περίπτωση αυτή, αν θεωρήσουμε μια κατάλληλη τριγωνοποίηση κατά Sperner πάνω
στο χώρο που ορίζεται η f, απαιτήσουμε η διάμετρος των τριγώνων να είναι ϵ, και χρωματίσουμε
τις κορυφές με τρία χρώματα ανάλογα με την κατεύθυνση που έχει η f(x)´ x στα σημεία αυτά,
τότε μπορούμε (με αρκετή φαντασία) να δούμε ότι κάθε τρι-χρωματικό τρίγωνο αντιστοιχεί σε ένα
ασθενές σταθερό σημείο. Τέλος, μπορούμε να περάσουμε από την ασθενή μορφή του Θεωρήματος
Σταθερού Σημείου στην ισχυρή, χρησιμοποιώντας το γεγονός ότι ο χώρος είναι συμπαγής, και
παίρνοντας το όριο του ϵ στο μηδέν. Παρακάτω, βλέπουμε ένα παράδειγμα εφαρμογής στις δύο
διαστάσεις:
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Αναζήτηση Ισορροπιών Nash VIII

Σχήμα: Η εύρεση του σταθερού σημείου μέσω του λήμματος Sperner στις δύο διαστάσεις
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Αναζήτηση Ισορροπιών Nash IX

Ορισμός (NASH)
Δίνονται ως είσοδος ένας αριθμός παικτών n, τα σύνολα των στρατηγικών κάθε παίκτη, Si, και η
συνάρτηση κέρδους f(x). Δίνεται επιπλέον, μια παράμετρος προσέγγισης ϵ ą 0. Το πρόβλημα NASH
ή ϵ´ NASH έγκειται στο να βρούμε μια ισορροπία, όπου κανένας παίκτης δεν θα μπορεί,
αλλάζοντας μονομερώς την στρατηγική του, να βελτιώσει το κέρδος του περισσότερο απο ϵ.

Ορισμός (SPERNER)
Έστω ότι μας δίνεται ως είσοδος ένα πλέγμα που αποτελείται από 2n ˆ 2n κορυφές και ότι οι
κορυφές στα σύνορα του πλέγματος έχουν κάποιον κλασικό, έγκυρο χρωματισμό (όπως αυτόν που
περιγράψαμε προηγουμένως). Το χρώμα κάθε κορυφής στο εσωτερικό του πλέγματος, θεωρούμε ότι
δίνεται από κάποιο κύκλωμα C το οποίο, με είσοδο τις συντεταγμένες x και y μιας κορυφής,
επιστρέφει κάποιο από τα τρία χρώματα. Το πρόβλημα SPERNER είναι να βρούμε και να
επιστρέψουμε ένα τρι-χρωματικό τρίγωνο.
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Αναζήτηση Ισορροπιών Nash X

Από την προηγούμενη ανάλυση σχετικά με τη σχέση μεταξύ Nash, Θεωρήματος Σταθερού Σημείου
και Sperner, μπορεί κάποιος να πεισθεί, έστω διαισθητικά, ότι το ϵ´ NASH πρόβλημα μπορεί να
αναχθεί στο αντίστοιχο ϵ´ BROUWER, και αυτό με τη σειρά του στο SPERNER. Οι τεχνικές στις
οποίες βασίζονται οι αναγωγές θυμίζουν αρκετά τις τεχνικές που χρησιμοποιήθηκαν για την
υπαρξιακή σύνδεση των εννοιών. Πιο συγκεκριμένα, μπορούμε να δούμε ότι το πρόβλημα NASH
μπορεί λυθεί μέσω του ϵ´ BROUWER. Επιπλέον, τα (σχεδόν) σταθερά σημεία του ϵ´ BROUWER,
μπορούν να βρεθούν μέσω της εύρεσης τρι-χρωματικών τριγώνων στο αντίστοιχο SPERNER
πρόβλημα, εάν θεωρήσουμε πλέγμα κατάλληλου μεγέθους, ανάλογου με τον παράγοντα
προσέγγισης ϵ.

Φθάνοντας ένα βήμα πλέον πριν τον ακριβή ορισμό της PPAD αξίζει να θυμηθούμε την απόδειξη
ύπαρξης τρι-χρωματικών τριγώνων στο πλέγμα του Sperner. Σύμφωνα με τον κανόνα τον οποίο
ορίσαμε για τον περίπατο μεταξύ των τριγώνων, θεωρούμε έναν βοηθητικό γράφο, στον οποίο και
αντιστοιχούμε τα τρίγωνα με κόμβους και τη δυνατότητα μετάβασης από ένα τρίγωνο σε άλλο με
ακμή. Ο γράφος που προκύπτει και που φανερώνει την πολυπλοκότητα του προβλήματος
αναζήτησης θα αποτελείται από μεμονωμένους κόμβους, απλά μονοπάτια μεταξύ κόμβων και από
κύκλους, όπως φαίνεται στο παρακάτω σχήμα:
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Αναζήτηση Ισορροπιών Nash XI

Σχήμα: Η μορφή του γράφου αναζήτησης του προβλήματος SPERNER.
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Αναζήτηση Ισορροπιών Nash XII

Ορισμός
Ένα πρόβλημα Π ανήκει στην κλάση PPAD αν οι λύσεις είναι πολυωνυμικά φραγμένες ως προς το
μήκος της εισόδου, και υπάρχουν αλγόριθμοι πολυωνυμικού χρόνου για τα επόμενα:

1 Δοθείσης συμβολοσειράς I, έλεγξε αν το I είναι στιγμιότυπο του Π, και αν ναι υπολόγισε μια
αρχική λύση s0 P Sol(I).

2 Δοθέντων I, s, έλεγξε αν s P S(I), και αν ναι, επίστρεψε μία λύση pred(s) P Sol(I), τέτοια ώστε
pred(s0) = s0.

3 Δοθέντων I, s, έλεγξε αν s P S(I), και αν ναι, επίστρεψε μία λύση succ(s) P Sol(I), τέτοια ώστε
succ(s0) ‰ s0 και pred(succ(s0)) = s0.
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Αναζήτηση Ισορροπιών Nash XIII

Όπως και στην περίπτωση της PLS, από τον ορισμό της PPAD επάγεται ένας κατευθυνόμενος
γράφος G(Sol(I), E), όπου οι κορυφές είναι οι εφικτές λύσεις, και
E = t(u, v) : u ‰ v, succ(u) = v, pred(v) = uu.

Η διαδικασία που περιγράφεται από τον ορισμό της κλάσης αφορά την εύρεση μίας λύσης s, εκτός
της s0, που να έχει indegree(s) + outdegree(s) = 1, ακολουθώντας το μονοπάτι στον G που έχει αρχή
το s0. Επειδή για το s0 ισχύει ότι indegree(s0) + outdegree(s0) = 1, θα πρέπει να υπάρχει
τουλάχιστον μία λύση s ‰ s0, λόγω του γνωστού λήμματος:

“ “Κάθε γράφος έχει άρτιο αριθμό κόμβων περιττού βαθμού.” ”
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Αναζήτηση Ισορροπιών Nash XIV

Παρατηρούμε στο σημείο αυτό, ότι η δομή του γράφου που επάγεται από τον ορισμό της PPAD
και των συναρτήσεων succ(u) και pred(u) είναι ακριβώς ίδια με τη μορφή του γράφου αναζήτησης
του προβλήματος SPERNER. Το γεγονός αυτό, κάθε άλλο παρά τυχαίο είναι, αφού πράγματι
SPERNER P PPAD. Επιπλέον, λόγω της αλληλουχίας των αναγωγών που περιγράψαμε, ισχύει ότι
BROUWER P PPAD και NASH P PPAD. Στην πρόσφατη εργασία του ““The Complexity of Computing a
Nash Equilibrium”, οι Daskalakis, Goldberg και Papadimitriou έδειξαν ότι το πρόβλημα NASH για τρεις
παίκτες είναι PPAD- complete.

Τα επόμενα προβλήματα είναι PPAD-πλήρη:

END OF THE LINE
SPERNER
NASH
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Άλλες κλάσεις I

Χρησιμοποιώντας διάφορα λήμματα μπορούμε να ορίσουμε και άλλες κλάσεις:

PPADS: Παρόμοια με την PPAD, μόνο που σε αυτή την περίπτωση αναζητούμε μία
καταβόθρα (sink), δηλαδή λύση με indegree = 1 και outdegree = 0.
PPA: Το ανάλογο της PPAD, αλλά με μη κατευθυνόμενο γράφο (δεν υπάρχουν συναρτήσεις
succ και pred, αλλά μία συνάρτηση γειτονίας).
PPP: Σε αυτή την κλάση ορίζεται μία συνάρτηση f στο σύνολο των λύσεων: Στόχος μας είναι
να βρούμε είτε μία λύση που απεικονίζεται στην αρχική λύση, είτε δύο λύσεις y και y1, τέτοιες
ώστε f(x, y) = f(x, y1). Τέτοιες λύσεις υπάρχουν πάντα λόγω της Αρχής του Περιστερεώνα (
Polynomial Pingeonhole Principle).
CLS: Το ανάλογο της PLS για συνεχείς χώρους και συναρτήσεις (Continuous Local Search). Η
κλάση CLS περιέχει τα προβλήματα αναζήτησης προσεγγιστικού τοπικού βέλτιστου μιας
συνεχούς συνάρτησης, με την βοήθεια ενός μαντείου f, όπου και η f είναι συνεχής συνάρτηση.
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Άλλες κλάσεις II
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Παραμετρική Πολυπλοκότητα I

Ορισμός
Μια παραμετροποίηση του Σ˚ είναι μία αναδρομική συνάρτηση k : Σ˚ Ñ N. Ένα παραμετρικό
πρόβημα είναι ένα διατεταγμένο ζεύγος (L, k), όπου L Ď Σ˚ και k είναι μία παραμετροποίηση του
Σ˚.
Ένας αλγόριθμος A είναι FPT-αλγόριθμος (Fixed Parameter Tractable) ως προς την παράμετρο k,
αν υπάρχει υποοίσιμη συνάρτηση f και πολυώνυμο p, τέτοια ώστε για κάθε x P Σ˚, ο
αλγόριθμος A να αποφασίζει το πρόβλημα σε χρόνο O(f(k(x)) ¨ p(|x|)).

Ορισμός
Ορίζουμε ως FPT την κλάση των παραμετρικών προβλημάτων που επιλύονται από έναν
FPT-αλγόριθμο.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Παραμετρική Πολυπλοκότητα

Παραμετρική Πολυπλοκότητα II

Το επόμενο βήμα, κατ’ αναλογία με την κλασσική Θεωρία Πολυπλοκότητας, είναι να συνδέσουμε
τα προβλήματα μέσω αναγωγών:

Ορισμός
Έστω (L, k), (L1, k1) παραμετρικά προβλήματα. Το (L, k) ανάγεται στο (L1, k1) μέσω
FPT-αναγωγής (συμβ. L ďFPT L1) αν υπάρχει αλγόριθμος R τέτοιος ώστε:

1 Για κάθε x P Σ˚, x P Lô R(x) P L1

2 Η R υπολογίζεται από έναν FPT-αλγόριθμο.
3 k1 = g(k), όπου g : NÑ N υπολογίσιμη συνάρτηση.

Αν ďFPT και B ďFPT A, τότε λέμε ότι τα A,B είναι FPT-ισοδύναμα (συμβ. A ”FPT B).

Παράδειγμα
Έστω το πρόβλημα pSAT, όπου μας δίνεται μία προτασιακή φόρμουλα ϕ, και μία παράμετρος k,
που αναπαριστά τον αριθμό των μεταβλητών στην ϕ. Είναι η ϕ ικανοποιήσιμη?
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Παραμετρική Πολυπλοκότητα

Παραμετρική Πολυπλοκότητα III

Θα επιχειρήσουμε να ορίσουμε το παραμετρικό ανάλογο της κλάσης NP:

Ορισμός
Έστω (L, k) παραμετρικό πρόβλημα. Το (L, k) ανήκει στην κλάση paraNP αν υπάρχει υπολογίσιμη
συνάρτηση f : NÑ N, πολυώνυμο p και μη-ντετερμινιστικός αλγόριθμος που για κάθε x P Σ˚,
αποφασίζει το πρόβλημα σε χρόνο O(f(k(x)) ¨ p(|x|)).

Λέμε ότι ένα παραμετρικό πρόβλημα είναι τετριμμένο, αν L =H ή L = Σ˚, και ορίζουμε την
i-οστή φέτα του προβλήματος (L, k) ως το πρόβλημα:

(L, k)i = tx P L|k(x) = iu

Ισχύει ο παρακάτω χαρακτηρισμός της κλάσης paraNP:

Θεώρημα
Έστ (L, k) P paraNP ένα μη-τετριμμένο παραμετρικό πρόβημα. Τότε η ένση πεπερασμένν
φετών του (L, k) είναι NP-complete ανν το (L, k) είναι paraNP-complete.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Παραμετρική Πολυπλοκότητα

Παραμετρική Πολυπλοκότητα IV

Θα ορίσουμε και το παραμετρικό ανάλογο της κλάσης EXP:

Ορισμός
Έστω (L, k) παραμετρικό πρόβλημα. Το (L, k) ανήκει στην κλάση XP αν υπάρχει υπολογίσιμη
συνάρτηση f, και αλγόριθμος τέτοιος ώστε για κάθε x P Σ˚, αποφασίζει το πρόβλημα σε χρόνο
O(|x|f(k(x))).

Ισχύει ότι FPT Ă XP, ενώ είναι άγνωστη η σχέση της paraNP με την XP.

Ορισμός
Μία μη-ντετερμινιστική μηχανή Turing καλείται k-περιορισμένη αν υπάρχει υπολογίσιμη συνάρτηση
g : NÑ N και ένα πολυώνυμο p τέτοια ώστε η M να χρειάζεται f(k(x)) ¨ p(|x|) υπολογιστικά
βήματα, και το πολύ g(k(x)) ¨ log |x| να είναι μη-ντετερμινιστικά.

Ορισμός
Ορίζουμε την κλάση W[P] να περιέχει όλα τα παραμετρικά προβλήματα (L, k) που αποφασίζονται
από k-περιορισμένες μηχανές Turing.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Παραμετρική Πολυπλοκότητα

Παραμετρική Πολυπλοκότητα V

Τα περισσότερα NP-complete προβλήματα παραμετροποιημένα ώστε να μην ανήκουν στο FPT,
ανήκουν στο W[P].
Ισχύει η σχέση εγκλεισμού: FPT Ď W[P] Ď XPX paraNP.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κβαντική Πολυπλοκότητα

Κβαντική Πολυπλοκότητα — Υπολογιστικά Μοντέλα I

Το πιο ευρέως χρησιμοποιούμενο μοντέλο για την μαθηματική περιγραφή κβαντικών υπολογιστών
και κβαντικών αλγορίθμων είναι το κβαντικό κύκλωμα, και συγκεκριμένα οι οικογένειες
ομοιόμορφων (με την έννοια ότι υπάρχει κλασσικός αλγόριθμος πολυωνυμικού χρόνου, που
εμφανίζει την περιγραφή τους) κβαντικών κυκλωμάτων. Αυτά τα κυκλώματα μοιάζουν αρκετά με
τα λογικά κυκλώματα, τα οποία υλοποιούν Boolean συναρτήσεις (θυμίζουμε ότι κάθε Boolean
συνάρτηση μπορεί να υπολογιστεί από κάποιο λογικό κύκλωμα που χρησιμοποιεί μονο τις λογικές
πύλες not και and).

Οι πύλες που συνθέτουν ένα κβαντικό κύκλωμα μπορούν να κατασκευαστούν ως συνδυασμοί των
κβαντικών πυλών cnot,H,T.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κβαντική Πολυπλοκότητα

Κβαντική Πολυπλοκότητα — Υπολογιστικά Μοντέλα II

Οι πύλες αυτές είναι γραμμικοί ορθομοναδιαίοι (unitary) μετασχηματισμοί: Ένας γραμμικός
μετασχηματισμός T, επί ενός μιγαδικού διανυσματικού χώρου, είναι ορθομοναδιαίος (unitary) αν
T´1 = T˚, δηλαδή αν ο αντίστροφός του ισούται με τον αναστροφοσυζυγή (adjoint ή conjugate
transpose) του. Οι ορθομοναδιαίοι μετασχηματισμοί διατηρούν την Ευκλείδεια Νόρμα, δηλαδή είναι
ισομετρίες.

cnot =

 1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0

 ,

H =
1
?
2
¨

(
1 1
1 ´1

)
,

T =

(
1 0

0 ei¨
π
4

)
,

με i2 = ´1.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κβαντική Πολυπλοκότητα

Κβαντική Πολυπλοκότητα — Υπολογιστικά Μοντέλα III

Οι είσοδοι και οι έξοδοι των κβαντικών αλγορίθμων είναι διανύσματα.
Κάθε λογικό κύκλωμα μετατρέπεται σε κβαντικό κύκλωμα: τα δεύτερα αποτελούν γενίκευση
των πρώτων.
Εκτός από το κβαντικό κύκλωμα έχουν προταθεί άλλα μοντέλα όπως οι κβαντικές Μηχανές
Turing.
Τα κβαντικά κυκλώματα χρησιμοποιούνται κυρίως στον ορισμό των κβαντικών κλάσεων
χρονικής πολυπλοκότητας, ενώ οι κβαντικές Μηχανές Turing χρησιμοποιούνται κυρίως στον
ορισμό των κβαντικών κλάσεων χωρικής πολυπλοκότητας.
Ως προς την Υπολογισιμότητα, οι συμβατικοί υπολογιστές είναι ισοδύναμοι με τους
κβαντικούς (Church-Turing). Όμως, έχουμε σημαντικές ενδείξεις ότι οι κβαντικοί υπολογιστές
είναι πολύ πιο αποδοτικοί από τους συμβατικούς.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κβαντική Πολυπλοκότητα

Κλάσεις Κβαντικής Πολυπλοκότητας I

Οι πρώτες κλάσεις που θα ορίσουμε είναι κβαντικά ανάλογα κλασσικών κλάσεων: η BQP
αντιστοιχεί στην BPP Ě P, και η QMA στην MA Ě NP.
Η κύρια διαφορά των κβαντικών καταστάσεων από τις κλασσικές είναι η εξής: για να
περιγράψουμε μια κβαντική κατάσταση χρειαζόμαστε εκθετικά μεγάλη, ως προς το μέγεθος
του κβαντικού συστήματος που περιγράφει, κλασσική πληροφορία, ενώ για να περιγράψουμε
μια κλασσική κατάσταση απαιτείται γραμμικά μεγάλη, ως προς το μέγεθος της κλασσικής
κατάστασης που περιγράφει, κλασσική πληροφορία. Δηλαδή, μια κβαντική κατάσταση
αποτελεί υπέρθεση κλασσικών καταστάσεων. Για παράδειγμα, μια κβαντική κατάσταση
μεγέθους n απαιτεί 2n μιγαδικούς αριθμούς για να περιγραφεί, ενώ μια κλασσική κατάσταση
μεγέθους n απαιτεί μόλις n bits.

Ορισμός (BQP)
Η γλώσσα L P BQP αν υπάρχει μια οικογένεια κβαντικών κυκλωμάτων πολυωνυμικού χρόνου ως
προς i tQiu, ώστε για κάθε x P Σ˚:

x P Lñ Pr
[
το Q|x| αποδέχεται το x

]
ě 2

3

x R Lñ Pr
[
το Q|x| αποδέχεται το x

]
ď 1

3

Η κλάση BQP αντιπροσωπεύει τα προβλήματα που επιλύονται αποδοτικά με την χρήση κβαντικών
υπολογιστών.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κβαντική Πολυπλοκότητα

Κλάσεις Κβαντικής Πολυπλοκότητας II

Ορισμός (QMA)
Η γλώσσα L P QMA αν υπάρχει μια οικογένεια κβαντικών κυκλωμάτων πολυωνυμικού χρόνου ως
προς i tQiu, ώστε για κάθε x P Σ˚:
‚ x P Lñ D κβαντική κατάσταση K, μήκους πολυωνυμικού ως προς |x|:

Pr
[
το Q|x| αποδέχεται το (x,K)

]
ě 2

3
‚ x R Lñ @ κβαντική κατάσταση K, μήκους πολυωνυμικού ως προς |x|:

Pr
[
το Q|x| αποδέχεται το (x,K)

]
ď 1

3

Η κλάση QMA αντιπροσωπεύει τα προβλήματα που επαηθεύονται αποδοτικά με την χρήση
κβαντικών υπολογιστών. Ισχύει ότι BQP Ď QMA.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κβαντική Πολυπλοκότητα

Κλάσεις Κβαντικής Πολυπλοκότητας III

Ορισμός (QCMA)
Η γλώσσα L P QCMA αν υπάρχει μια οικογένεια κβαντικών κυκλωμάτων πολυωνυμικού χρόνου ως
προς i tQiu, ώστε για κάθε x P Σ˚:
‚ x P Lñ D κλασσική κατάσταση C, μήκους πολυωνυμικού ως προς |x|:

Pr
[
το Q|x| αποδέχεται το (x,C)

]
ě 2

3
‚ x R Lñ @ κλασσική κατάσταση C, μήκους πολυωνυμικού ως προς |x|:

Pr
[
το Q|x| αποδέχεται το (x,C)

]
ď 1

3

Η κλάση QCMA απαντάται και ως CMQA, ή MQA.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κβαντική Πολυπλοκότητα

Κλάσεις Κβαντικής Πολυπλοκότητας IV

Ορισμός (QCMA1)
Η γλώσσα L P QCMA1 αν υπάρχει μια οικογένεια κβαντικών κυκλωμάτων πολυωνυμικού χρόνου
ως προς i tQiu, ώστε για κάθε x P Σ˚:
‚ x P Lñ D κλασσική κατάσταση C, μήκους πολυωνυμικού ως προς |x|:

Pr
[
το Q|x| αποδέχεται το (x,C)

]
= 1

‚ x R Lñ @ κλασσική κατάσταση C, μήκους πολυωνυμικού ως προς |x|:
Pr

[
το Q|x| αποδέχεται το (x,C)

]
ď 1

3

Αποδεικνύεται ότι QCMA1 = QCMA.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κβαντική Πολυπλοκότητα

Κλάσεις Κβαντικής Πολυπλοκότητας V

Ορισμός (PQP)
Η γλώσσα L P PQP αν υπάρχει μια οικογένεια κβαντικών κυκλωμάτων πολυωνυμικού χρόνου ως
προς i tQiu, ώστε για κάθε x P Σ˚:

x P Lñ Pr
[
το Q|x| αποδέχεται το x

]
ą 1

2

x R Lñ Pr
[
το Q|x| αποδέχεται το x

]
ď 1

2

Ισχύει ότι PP Ď PQP.

Ορισμός (QIP)
Η γλώσσα L P QIP αν υπάρχει μια οικογένεια κβαντικών κυκλωμάτων-επαληθευτών πολυωνυμικού
χρόνου ως προς i tViu, ώστε για κάθε x P Σ˚:

x P Lñ (DP) Pr
[
ο P πείθει τον V|x| να αποδεχτεί το x

]
ě 2

3

x R Lñ (@P) Pr
[
ο P πείθει τον V|x| να αποδεχτεί το x

]
ď 1

3

Ισχύει ότι IP Ď QIP.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κβαντική Πολυπλοκότητα

Κλάσεις Κβαντικής Πολυπλοκότητας VI

Ορισμός (BQPSPACE)
Η γλώσσα L P BQPSPACE αν υπάρχει μια κβαντική μηχανή Turing πολυωνυμικού χώρου M, ώστε
για κάθε x P Σ˚:

x P Lñ Pr [η M αποδέχεται το x] ě 2
3

x R Lñ Pr [η M αποδέχεται το x] ď 1
3

Ορισμός (PQPSPACE)
Η γλώσσα L P PQPSPACE αν υπάρχει μια κβαντική μηχανή Turing πολυωνυμικού χώρου M, ώστε
για κάθε x P Σ˚:

x P Lñ Pr [η M αποδέχεται το x] ą 1
2

x R Lñ Pr [η M αποδέχεται το x] ď 1
2

Ισχύει ότι PSPACE = BPPSPACE Ď BQPSPACE Ď PQPSPACE.
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κβαντική Πολυπλοκότητα

Κλάσεις Κβαντικής Πολυπλοκότητας VII
Οι σχέσεις εγκλεισμού φαίνεται στο παρακάτω διάγραμμα:
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κβαντική Πολυπλοκότητα

Κβαντική Πολυπλοκότητα — Θεμελιώδη Αποτελέσματα I

Θεώρημα
BQPBQP = BQP
Υπάρχει μαντείο A, τέτοιο ώστε BQPA Ę BPPA.
Υπάρχει μαντείο A, τέτοιο ώστε NPA Ę BQPA.
QMA Ď PP = PQP
PSPACE = QIP = BQPSPACE = PQPSPACE

Θεώρημα (Grover)
Υπάρχει κβαντικός αόριθμος που υποοίζει την θέση ενός (έστ μοναδικού) αντικειμένου s, που
ανήκει σε μια ίστα μεέθους N P N, σε O(

?
N) βήματα. Η απόδοση του κβαντικού αυτού

αορίθμου αποδεικνύεται ότι είναι βέτιστη.

Ορισμός (FACTORING)
Είσοδος: Ένας φυσικός αριθμός n.
Έξοδος: Η παραγοντοποίηση του n σε γινόμενο δυνάμεων πρώτων αριθμών.

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 419 / 422
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Υπολογιστική Πολυπλοκότητα Κβαντική Πολυπλοκότητα

Κβαντική Πολυπλοκότητα — Θεμελιώδη Αποτελέσματα II

Ορισμός (DISCRETE LOGARITHM)
Είσοδος: Δύο στοιχεία a, b μιας ομάδας (G, ¨). Υπενθυμίζουμε ότι a0 = e, όπου e το ουδέτερο
στοιχείο της (G, ¨), και am = am´1a, @m P Ně1.
Έξοδος: Ένας φυσικός αριθμός c τέτοιος ώστε ac = b, αν αυτός υπάρχει, αλλιώς κάποια ένδειξη
ότι ο c δεν υπάρχει.

Θεώρημα
FACTORING P BQP, DISCRETE LOGARITHM P BQP (ια τα αντίστοιχα προβήματα απόφασης).

Και για τα δύο προβλήματα, είναι γνωστό ότι είναι στο NP, αλλά άγνωστο αν είναι στο P.
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Κβαντική Πολυπλοκότητα — Θεμελιώδη Αποτελέσματα III

Ορισμός (GROUP NON-MEMBERSHIP)
Είσοδος: Μια υποομάδα (H, ¨) μιας ομάδας (G, ¨), και ένα στοιχείο g P G (η υποομάδα H είναι
γνωστή μέσω των γεννητόρων της).
Ερώτηση: Ισχύει ότι g R H?

Θεώρημα
GROUP NON-MEMBERSHIP P QMA.

Δεν γνωρίζουμε αν GROUP NON-MEMBERSHIP P NP.

Ανάλογα, το πρόβλημα 2-LOCAL HAMILTONIAN είναι QMA- complete. Υπάρχουν αρκετά άλλα
προβλήματα που επίσης έχουν χαρακτηριστεί QMA-complete.

Διδάσκων: Στάθης Ζάχος ( CoReLab - NTUA) Υπολ. & Πολυπλ. Απρίλιος 2019 421 / 422



.
.
.

.

.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.
.

.

.
.
.

.

.
.
.

.
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Κβαντική Πολυπλοκότητα — Ανοικτά Προβλήματα I

NP
?
Ď BQP, BQP ?

Ď NP.

QMA
?
Ď QCMA. Υπάρχει μαντείο A, ώστε QMAAĘQCMAA?

BQP
?
Ď BPP, BQP ?

Ď P.

BQP
?
Ď PH. Θυμίζουμε ότι BPPĎPH. Υπάρχει μαντείο A, ώστε BQPAĘPHA?

Υπάρχουν #P-complete προβλήματα κβαντικής φύσης?

GRAPH ISOMORPHISM
?
P BQP? Θυμίζουμε ότι GRAPH ISOMORPHISM P NP, αλλά δεν γνωρίζουμε

αν GRAPH ISOMORPHISM P P.
GRAPH NON-ISOMORPHISM

?
P QMA? Γνωρίζουμε ότι GRAPH ISOMORPHISM P coNPX AM.
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