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¢óêçóç 1: Äñïìïëüãçóç ÌáèçìÜ�ùí

(á) Óå Ýíá �áíåðéó�çìéáêü ÔìÞìá, äçìéïõñãÞèçêáí ðñüóöá�á k � 2 õðåñóýã÷ñïíåò áßèïõóåò äéäá-

óêáëßáò êáé Ý÷ïõí õðïâëçèåß n áé�Þìá�á ãéá äéäáóêáëßá ìáèçìÜ�ùí óå áõ�Ýò. ÊÜèå áß�çìá i ÷áñá-

ê�çñßæå�áé áðü �ï ÷ñïíéêü äéÜó�çìá [s

i

; f

i

) ó�ï ïðïßï èá äéäá÷èåß �ï ìÜèçìá. Ç �ñáììá�åßá ðñÝðåé

íá åðéëÝîåé �á ìáèÞìá�á ðïõ èá äéäá÷èïýí ó�éò íÝåò áßèïõóåò, êáèþò êáé óå ðïéá áßèïõóá èá äéäá-

÷èåß �ï êáèÝíá, þó�å íá ìçí õðÜñ÷åé ÷ñïíéêÞ åðéêÜëõøç ìå�áîý �ùí ìáèçìÜ�ùí ðïõ äéäÜóêïí�áé ó�çí

ßäéá áßèïõóá. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé íá ìåãéó�ïðïéçèåß �ï ðëÞèïò �ùí ìáèçìÜ�ùí ðïõ èá äéäá÷èåß ó�éò

íÝåò áßèïõóåò. Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá. Íá áé�éïëïãÞóå�å

áíáëõ�éêÜ �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

(â) ¸ó�ù ü�é êÜèå áß�çìá äéäáóêáëßáò ÷áñáê�çñßæå�áé áðü �ï ÷ñïíéêü äéÜó�çìá äéäáóêáëßáò [s

i

; f

i

)

êáé áðü �éò äéäáê�éêÝò ìïíÜäåò w

i

�ïõ ìáèÞìá�ïò. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé íá åðéëÝîïõìå, êáé íá äñïìï-

ëïãÞóïõìå ó�éò áßèïõóåò ÷ùñßò åðéêáëýøåéò, Ýíá óýíïëï ìáèçìÜ�ùí ìå ìÝãéó�ï Üèñïéóìá äéäáê�éêþí

ìïíÜäùí. ÅããõÜ�áé ï áëãüñéèìïò �ïõ (á) �ïí õðïëïãéóìü ìéáò âÝë�éó�çò ëýóçò; Áí ü÷é, íá äéá�õðþ-

óå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ãéá áõ�Þ �çí ðáñáëëáãÞ �ïõ ðñïâëÞìá�ïò, êáé íá áé�éïëïãÞóå�å �çí

ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ �ïõ ðïëõðëïêü�ç�á.

¢óêçóç 2: Ôáßñéáóìá Êáñ�þí

Óå Ýíá ðáéäéêü ðáé÷íßäé ìå êÜñ�åò, ï ðáßê�çò A ðáßñíåé n ``èå�éêÝò'' êÜñ�åò êáé ï ðáßê�çò B ðáßñíåé

n ``ïõäÝ�åñåò'' êÜñ�åò. ÊÜèå ``èå�éêÞ'' êÜñ�á i Ý÷åé âáñý�ç�á a

i

� 0 êáé áîßá v

i

� 0, êáé êÜèå ``ïõäÝ-

�åñç'' êÜñ�á j Ý÷åé âáñý�ç�á b

j

� 0. Ï A ãíùñßæåé �éò êÜñ�åò �ïõ êáé �éò êÜñ�åò �ïõ B, êáé ðñÝðåé íá

õðïëïãßóåé ìéá (Ýíá-ðñïò-Ýíá) áí�éó�ïé÷ßá �ùí êáñ�þí þó�å íá ìåãéó�ïðïéÞóåé �çí áîßá �ùí ``èå�éêþí''

êáñ�þí ðïõ êåñäßæåé. Áí ìéá ``èå�éêÞ'' êÜñ�á i �ïõ A áí�éó�ïé÷éó�åß óå ìéá ``ïõäÝ�åñç'' êÜñ�á j �ïõ B,

ï A êåñäßæåé �ç ``èå�éêÞ'' êÜñ�á áí a

i

> b

j

, êáé �ç ÷Üíåé äéáöïñå�éêÜ. Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï-

�éêü áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé ìéá âÝë�éó�ç áí�éó�ïé÷ßá êáñ�þí ãéá �ïí ðáßê�ç A. Íá áé�éïëïãÞóå�å

áíáëõ�éêÜ �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

¢óêçóç 3: ÁíåîÜñ�ç�ï Óýíïëï ÌÝãéó�ïõ ÂÜñïõò óå ÄÝí�ñï

¸íá óýíïëï êïñõöþí I � V åíüò (ìç êá�åõèõíüìåíïõ) ãñáöÞìá�ïò G(V;E) åßíáé áíåîÜñ�ç�ï (inde-

pendent) áí äåí õðÜñ÷åé êáìßá áêìÞ ìå�áîý êïñõöþí �ïõ I . Óå áõ�Þ �çí Üóêçóç, èåùñïýìå Ýíá äÝí�ñï

T (V;E) ìå n êïñõöÝò, üðïõ êÜèå êïñõöÞ v 2 V Ý÷åé âÜñïò w(v) � 0, êáé èÝëïõìå íá õðïëïãßóïõìå

Ýíá áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï �ïõ T ìå ìÝãéó�ï óõíïëéêü âÜñïò.

(á) Èåùñïýìå �ïí Üðëçó�ï áëãüñéèìï ðïõ äéáìåñßæåé �éò êïñõöÝò �ïõ T óå äýï áíåîÜñ�ç�á óýíïëá

I

0

êáé I

1

(åîçãÞó�å ðþò ìðïñåß íá ãßíåé áõ�ü óå ãñáììéêü ÷ñüíï), êáé åðéó�ñÝöåé �ï óýíïëï (áðü �á

I

0

êáé I

1

) ìå �ï ìåãáëý�åñï óõíïëéêü âÜñïò. Íá âñåß�å Ýíá ðáñÜäåéãìá üðïõ ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò

áðï�õã÷Üíåé íá õðïëïãßóåé �ç âÝë�éó�ç ëýóç. �áñüëá áõ�Ü, ç ëýóç ðïõ õðïëïãßæåé ï Üðëçó�ïò áëãü-

ñéèìïò åããõÜ�áé Ýíá óçìáí�éêü ðïóïó�ü �ïõ âÝë�éó�ïõ óõíïëéêïý âÜñïõò åíüò áíåîÜñ�ç�ïõ óõíüëïõ

�ïõ T . �ïéï åßíáé áõ�ü �ï ðïóïó�ü êáé ãéá�ß;

1



(â) Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áëãüñéèìï äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý ï ïðïßïò Ý÷åé ÷ñüíï åê�Ýëåóçò �(n)

êáé åããõÜ�áé �ïí õðïëïãéóìü åíüò áíåîÜñ�ç�ïõ óõíüëïõ �ïõ T ìå ìÝãéó�ï óõíïëéêü âÜñïò.

¢óêçóç 4: Äåßê�çò Éó÷ýïò Banzhaf

Ôï êïéíïâïýëéï �çò ÷þñáò �ùí Áëãïñßèìùí åñãÜæå�áé ãéá �çí áíáèåþñçóç �ïõ Óõí�Üãìá�ïò. Ç êá-

�áíïìÞ �ùí åäñþí ó�á n êüììá�á åßíáé w

1

; w

2

; : : : ; w

n

, êáé ãéá íá åãêñéèåß ç áíáèåþñçóç åíüò

Üñèñïõ ÷ñåéÜæïí�áé �ïõëÜ÷éó�ïí Q èå�éêÝò øÞöïé. Ï �ñüåäñïò �çò ÷þñáò åðéèõìåß íá õðïëïãßóåé

�çí åðßäñáóç êÜèå êüììá�ïò óå áõ�Þ �çí äéáäéêáóßá ìå âÜóç �ïí äåßê�ç éó÷ýïò Banzhaf (äåß�å ð.÷.

http://en.wikipedia.org/wiki/Banzhaf_power_index). Ï äåßê�çò éó÷ýïò Banzhaf

ãéá �ï êüììá i åßíáé áíÜëïãïò �ïõ ðëÞèïõò �ùí óõíáóðéóìþí êïììÜ�ùí ó�ïõò ïðïßïõò ìå�Ý÷åé �ï êüììá

i êáé óõãêåí�ñþíïõí �ïõëÜ÷éó�ïí Q Ýäñåò, áëëÜ áí �ï êüììá i áðïóêéñ�Þóåé, ïé Ýäñåò ãßíïí�áé ëéãü�å-

ñåò áðü Q. �éï óõãêåêñéìÝíá, Ýó�ù N = f1; : : : ; ng �ï óýíïëï �ùí êïììÜ�ùí, Ýó�ù w(S) =

P

j2S

w

j

�ï óýíïëï �ùí åäñþí åíüò óõíáóðéóìïý S � N , êáé Ýó�ù

b

i

= jfS � N : i 2 S ^ w(S) � Q ^ w(S n fig) < Qgj

�ï ðëÞèïò �ùí óõíáóðéóìþí üðïõ ç óõììå�ï÷Þ �ïõ êüììá�ïò i åßíáé êñßóéìç ãéá �ç óõãêÝí�ñùóç Q

åäñþí. Ï äåßê�çò éó÷ýïò Banzhaf ãéá �ï êüììá i åßíáé

B

i

=

b

i

P

n

j=1

b

j

:

Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ìå ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á O(n

2

Q) ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ äåßê�ç éó÷ýïò

Banzhaf ãéá üëá �á êüììá�á. Óçìåßùóç: Ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ìðïñåß íá ìåéùèåß óå O(nQ), áëëÜ

÷ñåéÜæå�áé ìéá åðéðëÝïí éäÝá êáé �åííÞ�ñéåò Óõíáñ�Þóåéò, êáé åßíáé áñêå�Ü äõóêïëü�åñï.

¢óêçóç 5: Äéáäï÷éêÝò Åðé�õ÷ßåò

¸íá �çëåðáé÷íßäé ãíþóåùí Ý÷åé n äéáöïñå�éêÝò êá�çãïñßåò åñù�Þóåùí, êáé êÜèå ðáßê�çò êáëåß�áé íá

áðáí�Þóåé óå ìéá �õ÷áßá åðéëåãìÝíç åñþ�çóç áðü êÜèå êá�çãïñßá (êÜèå ðáßê�çò áðáí�Ü óå n åñù�Þóåéò

óõíïëéêÜ, ç óåéñÜ �ùí êá�çãïñéþí åßíáé ãíùó�Þ åê �ùí ðñï�Ýñùí). Ôï ðáé÷íßäé Ý÷åé ó÷åäéáó�åß þó�å íá

áí�áìåßâïí�áé ïé ðáßê�åò ðïõ äßíïõí ðïëëÝò äéáäï÷éêÝò óùó�Ýò áðáí�Þóåéò. ¸�óé ãéá êÜèå ìåãéó�éêÞ

áêïëïõèßá áðü k äéáäï÷éêÝò óùó�Ýò áðáí�Þóåéò, ï ðáßê�çò Ý÷åé êÝñäïò k

4

åõñþ. ÈÝëå�å íá áðïöáóßóå�å

áí áîßæåé �ïí êüðï íá ëÜâå�å ìÝñïò ó�ï �çëåðáé÷íßäé. �éá êÜèå êá�çãïñßá åñù�Þóåùí i, Ý÷å�å õðïëïãßóåé

�çí ðéèáíü�ç�á p

i

íá áðáí�Þóå�å óùó�Ü ìéá �õ÷áßá åñþ�çóç áõ�Þò �çò êá�çãïñßáò. Ìå âÜóç áõ�Ýò �éò

ðéèáíü�ç�åò, èÝëå�å íá õðïëïãßóå�å �ï áíáìåíüìåíï êÝñäïò áðü �ç óõììå�ï÷Þ óáò. Íá äéá�õðþóå�å

Ýíáí áëãüñéèìï ìå ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á O(n

2

) ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ áíáìåíüìåíïõ êÝñäïõò.

�áñáäåßãìá�á: Áí Ý÷ïõìå n = 3 êá�çãïñßåò åñù�Þóåùí êáé ðéèáíü�ç�á åðé�õ÷ßáò p

1

= p

2

= p

3

= 1=2,

�ï áíáìåíüìåíï êÝñäïò åßíáé

�

3

4

+ 2 � 2

4

+ 2 + 3 � 1

�

=8 = 118=8 = 14:75. Áí Ý÷ïõìå n = 4 êá�çãïñßåò

êáé ðéèáíü�ç�á åðé�õ÷ßáò p

1

= 0:8, p

2

= 0:6, êáé p

3

= p

4

= 1=2, �ï áíáìåíüìåíï êÝñäïò åßíáé 49:52.

2
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