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¢óêçóç 1: Êá�áãñáöÞ �åãïíü�ùí

Êá�Ü �çí åîÝëéîç åíüò åðéó�çìïíéêïý ðåéñÜìá�ïò, ðñüêåé�áé íá óõìâïýí n óçìáí�éêÜ ãåãïíü�á

�ùí ïðïßùí �çí åðßäñáóç èÝëïõìå íá êá�áãñÜøïõìå. �íùñßæïõìå ü�é �á ãåãïíü�á èá óõìâïýí ó�éò
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. �éá �çí êá�áãñáöÞ �çò åðßäñáóçò áõ�þí �ùí

ãåãïíü�ùí èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìåm � n åèåëïí�Ýò. ÊÜèå åèåëïí�Þò i ìðïñåß íá ðáñáêïëïõèÞóåé �çí

åîÝëéîç �ïõ ðåéñÜìá�ïò �ï ÷ñïíéêü äéÜó�çìá [s
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), êáé íá êá�áãñÜøåé �çí åðßäñáóç åíüò ãåãïíü�ïò

j, õðü �çí ðñïûðüèåóç ü�é x
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). ÄåäïìÝíïõ ü�é êÜèå åèåëïí�Þò ìðïñåß íá êá�áãñÜøåé

�çí åðßäñáóç åíüò ãåãïíü�ïò �ï ðïëý, åðéèõìïýìå íá õðïëïãßóïõìå Ýíá óýíïëï n åèåëïí�þí ðïõ

ìðïñïýí íá êá�áãñÜøïõí �çí åðßäñáóç üëùí �ùí ãåãïíü�ùí (Þ áí äåí åðáñêïýí ïé åèåëïí�Ýò

ìáò, íá �ï äéáðéó�þóïõìå). Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá. Íá

áé�éïëïãÞóå�å áíáëõ�éêÜ �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

¢óêçóç 2: Âéáó�éêüò Ìï�ïóõêëå�éó�Þò

¸íáò ìï�ïóõêëå�éó�Þò �áîéäåýåé áðü ìéá ðüëç A óå ìéá ðüëç B ìÝóù åíäéÜìåóùí ðüëåùí 1; : : : ; n.

Ï (ìïíáäéêüò) äñüìïò ðïõ óõíäÝåé êÜèå ðüëç i ìå �çí åðüìåíÞ �çò i+ 1 Ý÷åé ìÞêïò `

i

km êáé üñéï

�á÷ý�ç�áò u

i

km/h. Ï ìï�ïóõêëå�éó�Þò åßíáé êá�Ü êáíüíá íïìï�áãÞò êáé �çñåß �ï üñéï �á÷ý�ç�áò.

¼ìùò óÞìåñá Ý÷åé êáèõó�åñÞóåé, êáé êéíäõíåýåé íá ÷Üóåé �çí Ýíáñîç ìéáò ðïëý åíäéáöÝñïõóáò

ðáñÜó�áóçò ó�çí ðüëç B. ¸�óé êéíåß�áé óå êÜèå äñüìï ìå �ç ìÝãéó�ç åðé�ñåð�Þ �á÷ý�ç�á. ÅðéðëÝïí

áðïöÜóéóå, ãéá ðñþ�ç êáé �åëåõ�áßá öïñÜ, íá õðåñâåß �ï üñéï �á÷ý�ç�áò êá�Ü v km/h êáé ãéá

óõíïëéêü ÷ñüíï T . ×ñåéÜæå�áé ëïéðüí íá åðéëÝîåé óå ðïéá �ìÞìá�á i
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; : : : �çò äéáäñïìÞò êáé ãéá

ðüóï ÷ñüíï ó�ï êáèÝíá èá êéíçèåß ìå �á÷ý�ç�á u

i
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+ v; u

i
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+ v; : : : þó�å ï óõíïëéêüò ÷ñüíïò ðïõ

ðáñáâéÜæåé �ï üñéï �á÷ý�ç�áò íá åßíáé T êáé ï ÷ñüíïò ÜöéîÞò �ïõ ó�çí ðüëç B íá åëá÷éó�ïðïéçèåß.

Ó÷Þìá 1. �áñÜäåéãìá äéáäñïìÞò êáé ïñßùí �á÷ý�ç�áò ãéá �çí ¢óêçóç 2.

�éá ðáñÜäåéãìá, ó�ï Ó÷Þìá 1, âëÝðïõìå ìéá äéáäñïìÞ áðü �çí ðüëç A ó�çí ðüëç B ìå 4 åíäéÜ-

ìåóïõò ó�áèìïýò. Ôï ìÞêïò �ùí áí�ßó�ïé÷ùí �ìçìÜ�ùí �çò äéáäñïìÞò åßíáé `
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= 10km, êáé �ï üñéï �á÷ý�ç�áò åßíáé u
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= 50km/h, u

1

= 30km/h,
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= 70km/h, u
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= 50km/h, êáé u

4

= 100km/h. ¸�óé áí äåí ðáñáâéÜóåé �ï üñéï �á÷ý�ç�áò, ï

1



ìï�ïóõêëå�éó�Þò ÷ñåéÜæå�áé 1 þñá êáé 15

0

(1:25 þñåò) ãéá íá ö�Üóåé ó�çí ðüëç B. Áí �þñá õðåñâåß

�ï üñéï �á÷ý�ç�áò êá�Ü 20km/h ãéá 24

0

(0:4 þñåò), �ü�å ìðïñåß íá ïäçãÞóåé ìå 70km/h ó�ï �ìÞìá

(A; 1), ìå 50km/h ó�ï �ìÞìá (1; 2), êáé ìå 70km/h ó�á ðñþ�á 4:2km �ïõ �ìÞìá�ïò (3; 4). Ç óõíïëéêÞ

äéÜñêåéá �çò õðÝñâáóçò åßíáé 24

0

, êáé ðëÝïí ï ìï�ïóõêëå�éó�Þò ÷ñåéÜæå�áé ðåñßðïõ 1 þñá (1:026

þñåò áêñéâþò) ãéá íá ö�Üóåé ó�çí ðüëç B.

Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ãéá �ç âÝë�éó�ç êá�áíïìÞ �ïõ ÷ñüíïõ ðïõ ï ìï�ï-

óõêëå�éó�Þò õðåñâáßíåé �ï üñéï �á÷ý�ç�áò. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí õðïëïãéó�éêÞ

ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò. Ôé áëëÜæåé ó�ï ðñüâëçìá (êáé ó�ïí áëãüñéèìï) áí ï ìï�ïóõ-

êëå�éó�Þò áðïöáóßóåé íá õðåñâáßíåé �ï åêÜó�ï�å üñéï �á÷ý�ç�áò êá�Ü Ýíáí ðáñÜãïí�á � > 1;

¢óêçóç 3: Âü�óáëá ó�ç ÓêáêéÝñá (DPV 6.5)

Äßíïí�áé ìéá óêáêéÝñá ìå 4 ãñáììÝò êáé n ó�Þëåò, ç ïðïßá Ý÷åé Ýíá ÷ñçìá�éêü ðïóü óå êÜèå

�å�ñÜãùíï, êáé 2n âü�óáëá, êáèÝíá áðü �á ïðïßá ìðïñåß íá �ïðïèå�çèåß óå Ýíá �å�ñÜãùíï �çò

óêáêéÝñáò ùò áí�Üëëáãìá ãéá �ï áí�ßó�ïé÷ï ðïóü. ÈÝëïõìå íá �ïðïèå�Þóïõìå êÜðïéá Þ üëá �á

âü�óáëá ó�ç óêáêéÝñá þó�å íá ìåãéó�ïðïéÞóïõìå �ï ðïóü ðïõ óõãêåí�ñþíïõìå. Äåí åðé�ñÝðå�áé

üìùò íá �ïðïèå�Þóïõìå âü�óáëá óå �å�ñÜãùíá ðïõ ãåé�íéÜæïõí åß�å ïñéæüí�éá åß�å êá�áêüñõöá

(åðé�ñÝðå�áé óå �å�ñÜãùíá ðïõ ãåé�íéÜæïõí äéáãþíéá).

(á) Èåùñïýìå �ïí Üðëçó�ï áëãüñéèìï ï ïðïßïò åíüóù åßíáé åöéê�ü, óõëëÝãåé �ï ìåãáëý�åñï ðïóü

ðïõ åßíáé äéáèÝóéìï óå �å�ñÜãùíï ðïõ äåí ãåé�íéÜæåé ìå �å�ñÜãùíï üðïõ Ý÷åé Þäç �ïðïèå�çèåß

âü�óáëï. Íá âñåß�å Ýíá ðáñÜäåéãìá üðïõ ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò áðï�õã÷Üíåé íá õðïëïãßóåé �ç

âÝë�éó�ç ëýóç. �áñüëá áõ�Ü, ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò åããõÜ�áé �ç óõãêÝí�ñùóç åíüò óçìáí�éêïý

ðïóïó�ïý �ïõ ðïóïý ðïõ óõãêåí�ñþíåé ç âÝë�éó�ç ëýóç. �ïéï åßíáé áõ�ü �ï ðïóïó�ü êáé ãéá�ß;

(â) Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áëãüñéèìï äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý ï ïðïßïò Ý÷åé ÷ñüíï åê�Ýëåóçò

�(n) êáé åããõÜ�áé �ç óõãêÝí�ñùóç �ïõ ìÝãéó�ïõ äõíá�ïý ðïóïý áðü �ç óêáêéÝñá.

¢óêçóç 4: Äåßê�çò Éó÷ýïò Banzhaf

Ôï êïéíïâïýëéï �çò ÷þñáò �ùí Áëãïñßèìùí åñãÜæå�áé ãéá �çí áíáèåþñçóç �ïõ Óõí�Üãìá�ïò. Ç

êá�áíïìÞ �ùí åäñþí ó�á n êüììá�á åßíáé w

1

; w

2

; : : : ; w

n

, êáé ãéá íá åãêñéèåß ç áíáèåþñçóç åíüò

Üñèñïõ ÷ñåéÜæïí�áé �ïõëÜ÷éó�ïí Q èå�éêÝò øÞöïé. Ï �ñüåäñïò �çò ÷þñáò åðéèõìåß íá õðïëïãßóåé

�çí åðßäñáóç êÜèå êüììá�ïò óå áõ�Þ �çí äéáäéêáóßá ìå âÜóç �ïí äåßê�ç éó÷ýïò Banzhaf (äåß�å

ð.÷. http://en.wikipedia.org/wiki/Banzhaf_power_index). Ï äåßê�çò éó÷ýïò

Banzhaf ãéá �ï êüììá i åßíáé áíÜëïãïò �ïõ ðëÞèïõò �ùí óõíáóðéóìþí êïììÜ�ùí ó�ïõò ïðïßïõò

ìå�Ý÷åé �ï êüììá i êáé óõãêåí�ñþíïõí �ïõëÜ÷éó�ïí Q Ýäñåò, áëëÜ áí �ï êüììá i áðïóêéñ�Þóåé, ïé

Ýäñåò ãßíïí�áé ëéãü�åñåò áðü Q. �éï óõãêåêñéìÝíá, Ýó�ù N = f1; : : : ; ng �ï óýíïëï �ùí êïììÜ�ùí,

Ýó�ù w(S) =

P

j2S

w

j

�ï óýíïëï �ùí åäñþí åíüò óõíáóðéóìïý S � N , êáé Ýó�ù

b

i

= jfS � N : i 2 S ^ w(S) � Q ^ w(S n fig) < Qgj

�ï ðëÞèïò �ùí óõíáóðéóìþí üðïõ ç óõììå�ï÷Þ �ïõ êüììá�ïò i åßíáé êñßóéìç ãéá �ç óõãêÝí�ñùóç Q

åäñþí. Ï äåßê�çò éó÷ýïò Banzhaf ãéá �ï êüììá i åßíáé

B

i

=

b

i

P

n

j=1

b

j

:

Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ìå ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�áO(n

2

Q) ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ äåßê�ç éó÷ýïò

Banzhaf ãéá üëá �á êüììá�á. Óçìåßùóç: Ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á ìðïñåß íá ìåéùèåß óå O(nQ),

2
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áëëÜ ÷ñåéÜæå�áé ìéá åðéðëÝïí éäÝá, êáé åßíáé êÜðùò äõóêïëü�åñï. Áí åßó�å åîïéêåéùìÝíïé ìå �ïí

ìç÷áíéóìü �ùí �åííç�ñéþí Óõíáñ�Þóåùí, ßóùò áîßæåé íá �ï ðñïóðáèÞóå�å.

¢óêçóç 5: Äéáäï÷éêÝò Åðé�õ÷ßåò

¸íá �çëåðáé÷íßäé ãíþóåùí Ý÷åé n äéáöïñå�éêÝò êá�çãïñßåò åñù�Þóåùí, êáé êÜèå ðáßê�çò êáëåß�áé

íá áðáí�Þóåé óå ìéá �õ÷áßá åðéëåãìÝíç åñþ�çóç áðü êÜèå êá�çãïñßá (Üñá êÜèå ðáßê�çò áðáí�Ü óå

n åñù�Þóåéò óõíïëéêÜ). Ôï ðáé÷íßäé Ý÷åé ó÷åäéáó�åß þó�å íá áí�áìåßâïí�áé ïé ðáßê�åò ðïõ äßíïõí

ðïëëÝò äéáäï÷éêÝò óùó�Ýò áðáí�Þóåéò. ¸�óé ãéá êÜèå ìåãéó�éêÞ áêïëïõèßá áðü k äéáäï÷éêÝò óùó�Ýò

áðáí�Þóåéò, ï ðáßê�çò Ý÷åé êÝñäïò k

4

åõñþ. ÈÝëå�å íá áðïöáóßóå�å áí áîßæåé �ïí êüðï íá ëÜâå�å

ìÝñïò ó�ï �çëåðáé÷íßäé. �éá êÜèå êá�çãïñßá åñù�Þóåùí i, Ý÷å�å õðïëïãßóåé �çí ðéèáíü�ç�á p

i

íá

áðáí�Þóå�å óùó�Ü ìéá �õ÷áßá åñþ�çóç áõ�Þò �çò êá�çãïñßáò. Ìå âÜóç áõ�Ýò �éò ðéèáíü�ç�åò, èÝëå�å

íá õðïëïãßóå�å �ï áíáìåíüìåíï êÝñäïò áðü �ç óõììå�ï÷Þ óáò. Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áëãüñéèìï ìå

÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á O(n

2

) ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ áíáìåíüìåíïõ êÝñäïõò. Bonus: Áí �ï êÝñäïò

ãéá êÜèå ìåãéó�éêÞ áêïëïõèßá k äéáäï÷éêþí óùó�þí áðáí�Þóåùí åßíáé k

2

åõñþ, íá �ñïðïðïéÞóå�å

�ïí áëãüñéèìï þó�å íá Ý÷åé ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á O(n).

�áñáäåßãìá�á: Áí Ý÷ïõìå n = 3 êá�çãïñßåò åñù�Þóåùí êáé ðéèáíü�ç�á åðé�õ÷ßáò p

1

= p

2

= p

3

=

1=2, �ï áíáìåíüìåíï êÝñäïò åßíáé

�

3

4

+ 2 � 2

4

+ 2 + 3 � 1

�

=8 = 118=8 = 14:75

Áí Ý÷ïõìå n = 4 êá�çãïñßåò êáé ðéèáíü�ç�á åðé�õ÷ßáò p

1

= 0:8, p

2

= 0:6, êáé p

3

= p

4

= 1=2, �ï

áíáìåíüìåíï êÝñäïò åßíáé 49:52. Áí �ï êÝñäïò ãéá êÜèå ìåãéó�éêÞ áêïëïõèßá k äéáäï÷éêþí óùó�þí

áðáí�Þóåùí åßíáé k

2

åõñþ, �ï áíáìåíüìåíï êÝñäïò ó�á ðáñáðÜíù ðáñáäåßãìá�á åßíáé 2:75 êáé

5:48 áí�ßó�ïé÷á.

¢óêçóç 6 (bonus): ¸ëåã÷ïò Ôáîéíüìçóçò.

¸íáò ðßíáêáò áêåñáßùí A[1 : : : n℄ åßíáé ó÷åäüí �áîéíïìçìÝíïò áí õðÜñ÷ïõí n=4 �ï ðïëý ó�ïé÷åßá

�á ïðïßá áí äéáãñÜøïõìå, ï õðïðßíáêáò �ïõ A ðïõ áðïìÝíåé åßíáé �áîéíïìçìÝíïò. �éá ðáñÜäåéãìá,

ï ðßíáêáò [1; 2; 3; 5; 4; 7; 9; 6; 10; 11; 12; 8℄ åßíáé ó÷åäüí �áîéíïìçìÝíïò, áöïý ç äéáãñáöÞ �ùí ó�ïé-

÷åßùí 5, 6, êáé 8 äßíåé �ïí ðßíáêá [1; 2; 3; 4; 7; 9; 10; 11; 12℄, ðïõ åßíáé �áîéíïìçìÝíïò. �éá áðëü�ç�á,

õðïèÝ�ïõìå ó�ç óõíÝ÷åéá ü�é üëá �á ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá A åßíáé äéáöïñå�éêÜ.

Ó�ï÷åýïõìå ó�ç äéá�ýðùóç åíüò ðéèáíï�éêïý áëãüñéèìïõ ëïãáñéèìéêïý ÷ñüíïõ ðïõ èá äéáêñß-

íåé ðßíáêåò ðïõ åßíáé (ðëÞñùò) �áîéíïìçìÝíïé áðü ðßíáêåò ðïõ äåí åßíáé ó÷åäüí �áîéíïìçìÝíïé

1

.

ÓõãêåêñéìÝíá, áí ï ðßíáêáò A åßíáé ðëÞñùò �áîéíïìçìÝíïò, ï áëãüñéèìïò èá áðïöáßíå�áé ðÜí�á

(äçë. ìå ðéèáíü�ç�á 1) ü�é ï A åßíáé ó÷åäüí �áîéíïìçìÝíïò. Áí ï ðßíáêáò A äåí åßíáé ó÷åäüí �áîé-

íïìçìÝíïò, ï áëãüñéèìïò èá áðïöáßíå�áé, ìå ðéèáíü�ç�á �ïõëÜ÷éó�ïí 0:9, ü�é ï A äåí åßíáé ó÷åäüí

�áîéíïìçìÝíïò.

(á) Èåùñïýìå �ïí áëãüñéèìï ðïõ åðéëÝãåé �õ÷áßá (êáé áíåîÜñ�ç�á) k èÝóåéò a

1

; : : : ; a

k

�ïõ ðßíáêá

A, êáé áðïöáßíå�áé ü�é ï ðßíáêáò A åßíáé ó÷åäüí �áîéíïìçìÝíïò áí ãéá êÜèå èÝóç a

i

ðïõ Ý÷åé

åðéëåãåß, éó÷ýåé ü�é A[a

i

� 1℄ � A[a

i

℄ � A[a

i

+ 1℄. Áí õðÜñ÷åé Ýó�ù ìßá èÝóç a

i

ðïõ äåí éêáíïðïéåß

áõ�ü �ï êñé�Þñéï, ï áëãüñéèìïò áðïöáßíå�áé ü�é ï ðßíáêáò A äåí åßíáé ó÷åäüí �áîéíïìçìÝíïò. Íá

1

Åê ðñþ�çò üøçò, áõ�ü åßíáé Ýíáò öéëüäïîïò ó�ü÷ïò. Äåß�å ü�é ïðïéïóäÞðï�å í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïò ãéá áõ�ü �ï

ðñüâëçìá ðñÝðåé íá Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí ãñáììéêü ÷ñüíï åê�Ýëåóçò, áöïý èá ðñÝðåé íá äéáâÜóåé �ïõëÜ÷éó�ïí 3n=4 áðü

�á ó�ïé÷åßá �ïõ ðßíáêá A.
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äþóå�å ðáñÜäåéãìá ðßíáêá A ìå n ó�ïé÷åßá üðïõ ï áëãüñéèìïò ÷ñåéÜæå�áé íá åëÝãîåé k = 
(n)

èÝóåéò þó�å ç ðéèáíü�ç�á ëÜèïõò íá ãßíåé ìéêñü�åñç �ïõ 0:1.

(â) ÕðïèÝ�ïõìå ü�é åöáñìüæïõìå �çí ðáñáêÜ�ù åêäï÷Þ �çò ÄõáäéêÞò ÁíáæÞ�çóçò óå Ýíáí ðßíáêá

A ðïõ ìðïñåß íá ìçí åßíáé �áîéíïìçìÝíïò (ìå êßíäõíï öõóéêÜ ç áíáæÞ�çóç íá áðï�ý÷åé, áí êáé �ï

ó�ïé÷åßï x õðÜñ÷åé ó�ïí A):

BINARY-SEARCH(A; x; low; up)

if low = up then return low;

else mid d(low+ up)=2e;

if x < A[mid℄ then return BINARY-SEARCH(A; x; low;mid� 1);

else return BINARY-SEARCH(A; x;mid; up);

¸ó�ù ëïéðüí ü�é ãéá êÜðïéåò �éìÝò x; y, ç BINARY-SEARCH(A; x; 1; n) åðéó�ñÝöåé �ç èÝóç k êáé ç

BINARY-SEARCH(A; y; 1; n) åðéó�ñÝöåé �ç èÝóç `. Íá äåßîå�å ü�é áí k < `, �ü�å x < y.

(ã) Èåùñïýìå �þñá �ïí áëãüñéèìï ðïõ åðéëÝãåé �õ÷áßá (êáé áíåîÜñ�ç�á) k èÝóåéò a

1

; : : : ; a

k

�ïõ

ðßíáêá A, êáé áðïöáßíå�áé ü�é ï ðßíáêáò A åßíáé ó÷åäüí �áîéíïìçìÝíïò áí ãéá êÜèå èÝóç a

i

ðïõ

Ý÷åé åðéëåãåß, éó÷ýåé ü�é a

i

= BINARY-SEARCH(A;A[a

i

℄; 1; n). Áí õðÜñ÷åé Ýó�ù ìßá èÝóç a

i

ðïõ äåí

éêáíïðïéåß áõ�ü �ï êñé�Þñéï, ï áëãüñéèìïò áðïöáßíå�áé ü�é ï ðßíáêáò A äåí åßíáé ó÷åäüí �áîéíï-

ìçìÝíïò. ×ñçóéìïðïéþí�áò �ï (â), íá äåßîå�å ü�é ãéá êÜèå ðßíáêá A ìå n èÝóåéò, áñêåß ï áëãüñéèìïò

íá åëÝãîåé k = �(1) èÝóåéò, þó�å ç ðéèáíü�ç�á ëÜèïõò íá ãßíåé ìéêñü�åñç �ïõ 0:1.

4


