
ΣΧΕΣΕΙΣ ΜΕΤΑΞΥ ΚΛΑΣΕΩΝ 
ΠΟΛΥΠΛΟΚΟΤΗΤΑΣ



Κλάσεις Πολυπλοκότητας

� Περιλαµβάνουν αναδροµικές γλώσσες

� Οι γλώσσες ταξινοµούνται στις κλάσεις πολυπλοκότητας ανάλογα µε τη δυσκολία 
απόφασης τους (ποσότητα απαιτούµενων υπολογιστικών πόρων απο τους 
αντίστοιχους αλγορίθµους)

� Προσδιορίζονται πλήρως απο τις εξής παραµέτρους:

� Υπολογιστικό Μοντέλο              Μηχανή Turing πολλαπλών ταινιών

� Τρόπος Υπολογισµού             Ντετερµινιστικός ή µη ντετερµινιστικός
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� Τρόπος Υπολογισµού             Ντετερµινιστικός ή µη ντετερµινιστικός

� Είδος υπολογιστικών πόρων  προς περιορισµό              χώρος, χρόνος (συνηθέστερα)

� « Κατάλληλη» συνάρτηση περιορισµού των υπολογιστικών πόρων f (proper complexity 
function)

Ορισµός κλάσης πολυπλοκότητας

Το σύνολο όλων των γλωσσών που αποφασίζονται απο µια ΤΜ πολλαπλών ταινιών
που λειτουργεί µε καθορισµένο τρόπο, έτσι ώστε, για οποιαδήποτε είσοδo η ΤΜ
να απαιτεί το πολύ µονάδες απο το καθορισµένο είδος υπολογιστικών πόρων

Παραδείγµατα κλάσεων πολυπλοκότητας: TIME(f), SPACE(f), NTIME(f), NSPACE(f)

( )f x
x



Proper Complexity Functions

Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε οποιαδήποτε µη φθίνουσα συνάρτηση 

ως συνάρτηση πολυπλοκότητας στον ορισµό µιας κλάσης?                           
Τυπικά ΝΑΙ

Μπορούµε να κατασκευάσουµε συνάρτηση                         ώστε:
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:f + +→� �

:f + +→� �Μπορούµε να κατασκευάσουµε συνάρτηση                         ώστε:

� Να έχει «περιέργη» ασυµπτωτική συµπεριφορά

� Να µη µπορεί να υπολογιστεί ακόµα και στον χώρο ή στον χρόνο που επιτρέπει

� Να αλλάζει τάξη µεγέθους αύξησης  µε την αύξηση του ορίσµατος 
(πολυωνυµική          εκθετική)

Η χρήση µιας τέτοιας συνάρτησης οδηγεί σε ανατρεπτικά συµπεράσµατα σχετικά 
µε τις σχέσεις µεταξύ των κλάσεων πολυπλοκότητας 

Π.χ. (Gap Theorem)

:f + +→� �

( )TIME( ( )) TIME(2 )f nf n =



Proper Complexity Functions

� Χρησιµοποιούµε στον ορισµό των κλάσεων πολυπλοκότητας ΜΟΝΟ 
proper complexity functions           «λογική» ασυµπτωτική συµπεριφορά

Ορισµός Proper Complexity Function:

Μια συνάρτηση                        είναι proper complexity function εάν για 
οποιαδήποτε είσοδο x µε οποιοδήποτε µήκος n υπάρχει µια µηχανή 

:f + +→� �
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οποιαδήποτε είσοδο x µε οποιοδήποτε µήκος n υπάρχει µια µηχανή 
Turing Μ τέτοια ώστε σε χρόνο                    να χρησιµοποιεί χώρο 

και να κατασκευάζει συµβολοακολουθία µήκους 

Προφανώς θα πρέπει να ισχύει :

Παραδείγµατα proper complexity functions: 

( 1) ( ) for all f n f n n+ ≥

( ( ))O f n( ( ))O n f n+
( )f n

2 2 3, l o g , l o g , 3 , 2 , , !nn n n n n n n n+



Precise Turing Machines

Ορισµός Precise TM

Μια µηχανή Turing Μ (NTM ή DTM) είναι precise εάν
υπάρχουν συναρτήσεις f και g, τέτοιες ώστε για κάθε είσοδο
x µήκους n µε και για κάθε υπολογισµό της µηχανής
(στην περίπτωση ΝΤΜ ):
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n 0≥
(στην περίπτωση ΝΤΜ ):

� η µηχανή να σταµατά µετά απο f(n) ακριβώς βήµατα

� όλες οι ταινίες της (εκτός απο την ταινία εισόδου και
εξόδου) να έχουν στον τερµατισµό µήκος ακριβώς g(n)



Σηµαντικές Κλάσεις Πολυπλοκότητας

Ανάλογα µε το είδος της συνάρτηση πολυπλοκότητας f οι γενικές κλάσεις 

TIME(f),SPACE(f), NTIME(f) και NSPACE(f) συµβολίζονται

συντοµογραφικά ως εξής:

Πολυωνυµική:
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P TIME( ) TIME( )k jn n= = U PSPACE SPACE( ) SPACE( )k jn n= =U

Εκθετική:

Λογαριθµική:
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Συµπληρώµατα Κλάσεων Πολυπλοκότητας

Έστω µια αναδροµική γλώσσα:

� H θα αποφασίζεται απο µια µηχανή Turing Μ

� Το συµπλήρωµα της       ,      θα αποφασίζεται επίσης απο 
µια µηχανή Turing 

L

L

L L
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M

Θα ανήκουν στην ίδια κλάση πολυπλοκότητας οι δύο 
συµπληρωµατικές γλώσσες?

Είναι οι κλάσεις πολυπλοκότητας κλειστές ως προς το 
συµπλήρωµα των γλωσσών τους?



Είναι οι Κλάσεις Πόλυπλοκότητας κλειστές ως προς το 
συµπλήρωµα των γλωσσών τους?

� Οι  ντετερµινιστικές κλάσεις πολυπλοκότητας (χώρου ή χρόνου) ΕΙΝΑΙ
κλειστές ως προς το συµπλήρωµα 

Kάθε DTM που αποφασίζει µια γλώσσα σε περιορισµένο χώρο ή χρόνο 
µπορεί να µετατραπεί στην µηχανή που αποφασίζει το συµπλήρωµα 
της γλώσσας στον ίδιο χώρο ή χρόνο αντίστοιχα, αντιστρέφοντας τους 
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της γλώσσας στον ίδιο χώρο ή χρόνο αντίστοιχα, αντιστρέφοντας τους 
ρόλους των “yes” και “no”

� Για τις µη ντετερµινιστικές κλάσεις πολυπλοκότητας χώρου ισχύει το 
ίδιο  (Immerman –Szelepscenyi Theorem)

� Για τις µη ντετερµινιστικές κλάσεις πολυπλοκότητας χρόνου?

ανοικτό πρόβληµα (P = NP NP = coNP !)



Θεωρήµα Ιεραρχίας Κλάσεων Πολυπλοκότητας

� Αφορά στην ιεραρχία µεταξύ κλάσεων πολυπλοκότητας του ιδίου 
είδους (η µόνη παράµετρος που  µεταβάλλεται είναι η συνάρτηση 
πολυπλοκότητας)

� Προφανώς για δύο κλάσεις πολυπλοκότητας του ιδίου ειδους µε 
συναρτήσει ς πολυπλοκότητας f και g όπου                               η κλάση 
µε  συνάρτηση πολυπλοκότητας g θα είναι υποσύνολο της κλάσης 

8

( ) ( ) f n g n n +≥ ∈�
µε  συνάρτηση πολυπλοκότητας g θα είναι υποσύνολο της κλάσης 
µε τη συνάρτηση f.                               Π.χ.

Ποιά σχέση πρέπει να υπάρχει µεταξύ των f και g για να είναι η µια 
κλάση πολυπλοκότητας  γνήσιο υποσύνολο της άλλης?

The Hierarchy Theorem

TIME ( ) T IME ( )g f⊆



Το Θεώρηµα Ιεραρχίας Χρόνου

� Έστω                       µια proper complexity function και η εξής παραλλαγή του 

προβλήµατος τερµατισµού µε περιορισµό στον χρόνο:

� ΛΗΜΜΑ 1 :Κατασκευάζεται µια µηχανή Turing , η οποία αποφασίζει 
το πρόβληµα σε χρόνο                  

( )f n n≥

3T IM E (( ( )) )fH f n∈

{ }; :  accepts input  after at most ( ) stepsfH M x M x f x=

fU3( ( ) )O f n
fH

9

το πρόβληµα σε χρόνο                  

� ΛΗΜΜΑ 2: Αποδεικνύεται ότι δεν υπάρχει µηχανή που να αποφασίζει 

το        σε χρόνο

Άρα υπάρχει γνήσιος εγκλεισµός στις ντετερµινιστικές 
κλάσεις πολυπλοκότητας χρόνου

T IM E (( ( )) )fH f n∈

( ( ) )
2

n
O f

 
  

T IM E ( ( ))
2

f

n
H f

 ∉   

( ( ) )O f n
fH

fH



� Κατασκευάζουµε µια µηχανή          η οποία :

� προσοµοιώνει τη λειτουργία της Μ µηχανής για την είσοδο x µε alarm 
clock χρόνου 

� Αποδέχεται την είσοδο              ανν η µηχανή Μ µέσα σε χρόνο                
αποδεχτεί την είσοδο  x 

fU

( )f x

( )f x

3T I M E ( ( ( ) ) )fH f n∈

;M x
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αποδεχτεί την είσοδο  x 

Ο συνολικός  υπολογιστικός χρόνος  που απαιτείται είναι                                         

είναι το µήκος κωδικοποίησης κάθε συµβόλου και κάθε κατάστασης της        
µηχανής  Μ και   

είναι το πλήθος των ταινιών της µηχανής Μ

� Ισχύει                                     

Ml

Mk

2 ( )M Ml k O n=

2 2( ( ))M MO l k f x

3( ( ) )O f x



� Έστω ότι υπάρχει ΤΜ η οποία να αποφασίζει το πρόβληµα  

σε χρόνο 

� Κατασκευάζουµε τη µηχανή        έτσι ώστε:

T I M E ( ( ) )
2

f

n
H f

 ∉   

T IM E ( ( ) )
2

f

n
H f

 ∈   

fH

( )
2

n
f

 
  

fD

 ( ; ) " yes "  then "no" else "yes"
fH

if M M M =
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� Η        µε είσοδο Μ τρέχει στον ίδιο χρόνο µε την         µε είσοδο

Άτοπο

( ) " yes "

;

 does no t accep t  w ith in  tim e ( )

( ) " "

f f

f f f

f f f

f f

D D

D D H

D D f D

D D no

=

⇒ ∉

⇒

⇒ =

fH

fD
fH

M ( ; )MM
2 1

( ) ( ) ,  w h e r e  =
2

n
f f n n M

+  =  



The Hierarchy Theorem

� Θεώρηµα Ιεραρχίας Χρόνου: εάν                   είναι µια proper 
complexity function, τότε ισχύει

Πόρισµα: 

Απόδειξη: Κάθε πολυωνυµική συνάρτηση µε όριο στο άπειρο γίνεται 

P E X P⊂

( )f n n≥

3TIME( ( )) TIME(( (2 1)) )f n f n⊂ +
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Απόδειξη: Κάθε πολυωνυµική συνάρτηση µε όριο στο άπειρο γίνεται 
µικρότερη απο κάθε εκθετική

Απο το Λήµµα 1 όµως 

Άρα 

� Θεώρηµα Ιεραρχίας Χώρου: εάν             είναι µια proper 
complexity function, τότε ισχύει

Πόρισµα: 

22 1 3TIME(2 ) TIME((2 ) ) TIME(2 ) EXPn n n+⊂ ⊆ ⊆
P E X P⊂

( )f n n≥

L PSPACE⊂

SPACE( ( )) SPACE( ( )log ( ))f n f n f n⊂



� Time and Space Hierarchy Theorems:

ιεραρχία κλάσεων πολυπλοκότητας ιδίου είδους

Αποδεικνύουν ότι µε επαρκώς µεγαλύτερη διαθέσιµη
ποσότητα χώρου ή χρόνου οι ΤΜ είναι ικανές να
αναγνωρίσουν µεγαλύτερα σύνολα γλωσσών

� Περισσότερο ενδιαφέρουσα η ιεραρχία ανοµοίων
κλάσεων πολυπλοκότητας . Τα συµπεράσµατα σε αυτή
την περιοχή µελέτης είναι πολύ λίγα και τα ανοικτά
προβλήµατα αρκετά P=NP?



και 

Απόδειξη (trivial) :

Κάθε ντετερµινιστική µηχανή Turing είναι ειδική 
περίπτωση µη ντετερµινιστικής µηχανής Turing (µε 
µια επιλογή)

SPACE( ( )) NSPACE( ( ))f n f n⊆ TIME( ( )) NTIME( ( ))f n f n⊆
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Πορίσµα: L N L⊆ P N P⊆



Yπάρχει µια precise ΝΤΜ η οποία αποφασίζει τη 
γλώσσα σε χρόνο f(n) ,δηλαδή «µαντεύει» µια ακολουθία f(n) διαδοχικών µη 
ντετερµινιστικών επιλογών η οποία οδηγεί σε accepting state (εφόσον η 
είσοδος ανήκει στη γλώσσα)

Κατασκευάζεται µια DΤΜ η οποία  θα αποφασίζει την ίδια γλώσσα σε χώρο 
f(n) Η DTM θα πρέπει  να ελέγξει όλες τις διαφορετικές ακολουθίες µη 

NTIME( ( ))L f n∈

NTIME( ( )) SPACE( ( ))f n f n⊆
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f(n) Η DTM θα πρέπει  να ελέγξει όλες τις διαφορετικές ακολουθίες µη 
ντετερµινιστικών επιλογών της ΝΤΜ προκειµένου να βρεί µια που να οδηγεί σε 
accepting  state.

Ιδέα: Η  DTM :

� αποθηκεύει την f(n)-long ακολουθία επιλογών της ΝΤΜ  (f(n) χώρος)

� προσοµοιώνει τη λειτουργία της ΝΤΜ σε χρόνο f(n) (f(n) χώρος)

� διατηρεί την τρέχουσα ακολουθία µη ντετερµινιστικών  επιλογών στη µνήµη 
και δηµιουργεί την επόµενη                                                     (Ο(f(n)) χώρος)

Συνολικά απαιτείται  Ο(f(n)) χώρος

Πόρισµα:  NP PSPACE⊆



Yπάρχει µια NTM k ταινιών η οποία αποφασίζει 

τη γλώσσα σε χώρο f(n) . Η ΝΤΜ «µαντεύει» µια ακολουθία 
διαδοχικών µη ντετερµινιστικών επιλογών η οποία οδηγεί σε accepting 
state (εφόσον η είσοδος ανήκει στη γλώσσα)

NSPACE( ( ))L f n∈
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log ( )NSPACE( ( )) TIME( )n f nf n k +⊆

Kατασκευάζεται µια DTM η οποία θα αποφασίζει την ίδια γλώσσα σε 
χρόνο Η DTM θα πρέπει να ελέγξει  αν 
κάποια απο όλες τις δυνατές ακολουθίες µη ντετερµινιστικών επιλογών 
οδηγεί σε accepting state, ώστε να αποδεχτεί την είσοδο

l o g ( )n f nk +



Configurations of TM…

TM’s Configuration : Ένα στιγµιότυπο στον υπολογισµό της ΤΜ .
Αναπαρίσταται µε την (2κ+1)-tuple:

Προσδιορίζεται πλήρως απο :

� Την κατάσταση της µηχανής

� Το περιεχόµενο των ταινιών

1 1 2 2( , , , , , . . . , )k kq w u w u w u
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� Το περιεχόµενο των ταινιών

� Τη θέση των κεφαλών στις αντίστοιχες ταινίες

Πόσες διαφορετικές configurations µπορεί να λάβει µια ΤΜ?

Για µηχανή που αποφασίζει µια γλώσσα: (2κ-2)-tuple                                        

i=θέση της κεφαλής στην είσοδο

Άρα οι διαφορετικές configurations µιας µηχανής που έχει είσοδο µήκους n 
θα έχουν πλήθος:

2 2 1 1( , , , ,..., )k kq i w u w u− −

( 2 4 ) ( )
*(n+1)*

f n
K

κ −
Σ ( ) log ( )

1 1

f n n f nnc c +=



Configuration Graph of M on input x (                   ):

Είναι ο κατευθυνόµενος γράφος, ο οποίος έχει ως κόµβους όλες 
τις δυνατές configurations της Μ και δύο configurations C1 και 
C2 έχουν µεταξύ τους µια κατευθυνόµενη ακµή ανν

( , )G M x

1 2

M

C C→
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log ( )NSPACE( ( )) TIME( )n f nf n k +⊆

Προφανώς η µηχανή Μ αποδέχεται την είσοδο x ανν υπάρχει 
µονοπάτι στον configuration graph:

Αλγοριθµική ιδέα: Παράγουµε τον configuration graph της 
ΝΤΜ.Το πρόβληµα ευρέσεως απο την DTM µιας ακολουθίας µη 
ντετερµινιστικών επιλογών της NTM ανάγεται στο πρόβληµα 
ευρέσεως ενός µονοπατιού στον γράφο που να οδηγεί σε
accepting configuration                 ΜΕΘΟ∆ΟΣ REACHABILITY

*

0 ( ,0, , ,..., ) (" ", ,...)C s C yes iε ε
Μ

= → =>



Η Μέθοδος REACHABILITY

� Προσοµοιώνεται η λειτουργία µιας  space-bounded ΝΤΜ µε είσοδο χ µέσω της 
απόφασης απο µια DTM του προβλήµατος REACHABILITY στον γράφο των 
configurations της µηχανής.

H DTM αποδέχεται εύρεση µονοπατιού απο την configuration της εισόδου 
σε accepting  configuration

H DTM απορρίπτει Αδυναµία εύρεσης µονοπατιού που να οδηγεί σε 
accepting  configuration  
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accepting  configuration  



Το Πρόβληµα REACHABILITY

Το REACHABILITY πρόβληµα: ∆εδοµένου ενός γράφου και 
δύο κόµβων                υπάρχει µονοπάτι απο τον κόµβο 1 στον n? 

Κλασικός Αλγορίθµου Επίλυσης: ∆ιατήρηση στον χώρο της ΤΜ ενός συνόλου 
κόµβων S και χειρισµός του ως ουρά ή στοίβα για την κατάλληλη 
προσθαφαίρεση κόµβων. Με τον τερµατισµό του αλγορίθµου εάν ο κόµβος n 
έχει βρεθεί έστω και µια φορά στο σύνολο S ο αλγόριθµος αποδέχεται.

( , )G VE=
1,n V∈
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έχει βρεθεί έστω και µια φορά στο σύνολο S ο αλγόριθµος αποδέχεται.

Απαιτούµενος υπολογιστικός χρόνος: (Κάθε στοιχείο της adjacency µήτρας 
ελέγχεται µόνο µια φορά)

Το πρόβληµα REACHABILITY «συλλαµβάνει» πολύ καλά το µη ντετερµινισµό 
στον χώρο και για τον λόγο αυτό χρησιµοποιείται για την αναγωγή σε αυτό 
προβληµάτων απόφασης µη ντετερµινιστικών µηχανών µε περιορισµό στο 
χώρο.

2( )O n



� Η DTM αποφασίζει την γλώσσα

αποφασίζοντας το REACHABILITY πρόβληµα.

� Το REACHABILITY αποφασίζεται σε             χρόνο 
δηλαδή σε          υπολογιστικά βήµατα  (n =# κόµβων 
του γράφου)

log ( )NSPACE( ( )) TIME( )n f nf n k +⊆

2( )O n
2

2c n
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NSPACE( ( ))L f n∈

του γράφου)

Άρα για                          κόµβους του configuration graph 
η προσοµοίωση ολοκληρώνεται το πολύ σε                      

υπολογιστικά βήµατα.

2

lo g ( )

1

n f nc +

2 (log ( ))

2 1

n f nc c +

log ( )T IM E ( )n f nL k +∈



Η Μεγάλη Αλυσίδα των Εγκλεισµών

Απο τα θεωρήµατα που αποδείχτηκαν προκύπτει:

L NL P NP PSPACE EXP⊆ ⊆ ⊆ ⊆ ⊆
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� Η αλυσίδα θα πρέπει να «σπάει» κάπου ανάµεσα 
στα L και EXP διότι ξέρουµε ότι 

� Υπάρχει η υποψία ότι όλοι οι εγκλεισµοί είναι 
γνήσιοι ανοικτό πρόβληµα 

L EXP⊂



Σηµαντικά συµπεράσµατα απο την εφαρµογή της 
µεθόδου REACHABILITY

� Ο µη ντετερµινισµός στο χώρο είναι λιγότερο ισχυρός απ’ ότι 
στον χρόνο.

Ισχύει κάτι παρόµοιο για την περίπτωση του µη 
ντετερµινισµού στο χρόνο?                  περίφηµη εικασία P=NP 

(Ο µη ντετερµινισµός στο χρόνο είναι εκθετικά ισχυρότερος 
απο τον ντετερµινισµό στο χρόνο)
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απο τον ντετερµινισµό στο χρόνο)

� Οι µη ντετερµινιστικές κλάσεις πολυπλοκότητας χώρου είναι 
κλειστές ως προς το συµπλήρωµα 

Οι µη ντετερµινιστικές κλάσεις πολυπλοκότητας χρόνου είναι 
πολύ αµφίβολο εάν είναι επίσης κλειστές ως προς το 
συµπλήρωµα...



Θεώρηµα Savitch-

� Κλασικός Αλγόριθµος  για το REACHABILITY χώρος

� Αλγόριθµος  Savitch για το REACHABILITY: χώρος 

Ιδέα:

Ορίζουµε το κατηγόρηµα PATH(x,y,i) να είναι αληθές εάν υπάρχει 
µονοπάτι στον γράφο απο τον κόµβο x στον y µήκους το πολύ        . 

( )O n

2REACHABILITY SPACE(log )n∈
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2(log )O n

2 iµονοπάτι στον γράφο απο τον κόµβο x στον y µήκους το πολύ        . 

Παρατήρηση: σε ένα γράφο µε n κόµβους αν υπάρχει µονοπάτι απο τον χ 
στον y τότε θα έχει µήκος το πολύ n

Άρα για κάθε δύο κόµβους που συνδέονται στον γράφο το κατηγόρηµα 
PATH (x,y,logn) είναι αληθές και αντίστροφα. (                           )

Ο αλγόριθµος του Savitch στηρίζεται ακριβώς στο αντίστροφο αυτής της 
πρότασης υπολογίζει την αληθοτιµή του κατηγορήµατος 
PATH (x,y,logn) και αποφασίζει ανάλογα  εάν υπάρχει µονοπάτι απο το 
χ στο y

log
2

n
n   =

2 i



Το Savitch Θεώρηµα- Ιδέα Αναδροµής 

Ιδέα Αναδροµής: Κάθε µονοπάτι µήκους        απο το x στο y θα έχει ένα  
ενδιάµεσο σηµείο τέτοιο ώστε τόσο το x όσο και το y να απέχουν το πολύ 
απόσταση            ακµών απο αυτό. Π.χ.  για i=2:

2 i

12 i−

x yz
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Άρα αν υπάρχει µονοπάτι (x,y,i,) στον γράφο θα πρέπει να υπάρχει 
midpoint z για το οποίο τα κατηγορήµατα PATH(x,z,i-1) και 
PATH(z,y,i-1) θα είναι αληθή.

Αναδροµική κλήση του κατηγορήµατος PATH: για τον υπολογισµό του 
PATH(x,y,i) κάνουµε i αναδροµικές κλήσεις του PATH .Η i-οστή κλήση του 
PATH υπολογίζεται κατευθείαν απο τη adjacency matrix διότι έχει το τρίτο 
όρισµα µηδένικό. Όλες οι αναδροµικές κλήσεις του PATH αποθηκεύονται 
διαδοχικά σε ένα string της µηχανής               Ο(logn*logn) χώρος

Μήκος =2 Μήκος =2



Θεώρηµα Savitch-
Αλγόριθµος για το PATH(x,y,i)
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Θεώρηµα Savitch-Αλγόριθµος

Η µηχανή  έχει την input string και 2 working strings:

Input string              adjacency matrix

1st working string     (x,y,i) (in binary),(x,y,i-1), ... , (x,y,0) 

2nd working string   scratch space

∆ηµιουργούνται όλα τα πιθανά midpoints z το ένα µετά το άλλο για 
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� ∆ηµιουργούνται όλα τα πιθανά midpoints z το ένα µετά το άλλο για 
εξοικονόµηση χώρου

� Κάθε φορά που δηµιουργείται ένα καινούργιο z προστίθεται στην 
1st working string µια triple (x,z,i-1) και ξεκινά η αναδροµική λύση 
του προβλήµατος της αληθοτιµής αυτής της triple (αναδροµικά 
προστίθονται και οι υπόλοιπες triples µέχρι και την triple τύπου 
(x,y,0))

� Η adjacency matrix δίνει απάντηση µόνο για τα κατηγορήµατα 
τύπου PATH(x,y,0)



Θεώρηµα Savitch-Αλγόριθµος

Αν κατά την αναδροµή βρεθεί:

� PATH(x,z,w)=false ∆ιαγράφεται η triple (x,z,w) και 
προστίθεται µια καινούργια µε νέο z

� PATH(x,z,w)=true ∆ιαφάφεται η triple (x,z,w) και 
προστίθεται η triple (z,y,w) για έλεγχο (το y το παίρνει απο την 
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x z y
false

προστίθεται η triple (z,y,w) για έλεγχο (το y το παίρνει απο την 
αµέσως αριστερά triple στο string)

� PATH(z,y,w)=true Eλέγχεται αν είναι η δεύτερη 
αναδροµική κλήση για το PATH(x,y,w+1) ∆ιαγράφεται η triple (z,y,w),
και αποδίδεται αληθοτιµή στο PATH(x,y,w+1)=true

� PATH(z,y,w)=false ∆ιαγράφεται η triple (z,y,w) και 
προστίθεται µια triple (x,z,w) µε νέο z

x z y

x z y

x z y

true

true

false

true

true



Αλγόριθµος Savitch

PATH
(x,z,i-1)

PATH
(z,y,i-1)

false

true

false

Are there 
remaining 

z points

false

true
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PATH
(x,z,i-1)

Next point z  

PATH(x,y,i)=
TRUE

true

true

false

false

PATH(x,y,i)=
FALSE



Το Savitch Θεώρηµα στην προσοµοίωση
space-bounded ΝΤΜ 

Θ.∆.Ο.                                             

� Προσοµοιώνουµε µια ΝΤΜ περιορισµένου χώρου για την είσοδο x µε 
µια DTM επίσης περιορισµένου χώρου ως εξής: 

«Τρέχουµε» τον αλγόριθµο του θεωρήµατος Savitch στο 

2NSPACE( ( )) SPACE( ( ))f n f n⊆
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γράφο των configurations της ΝΤΜ, δηλαδή επιλύουµε το 
πρόβληµα REACHABILITY σε χώρο                   . 

Όµως το πλήθος των κόµβων στον configuration graph είναι 

Άρα επαρκεί χώρος  

Οι υπόλοιπες εργασίες  (διατήρηση στη µνήµη της τρέχουσας 
διαµόρφωσης και δηµιουργία της επόµενης) καταλαµβάνουν χώρο 

ΠΟΡΙΣΜΑ: PSPACE=NPSPACE

2(log )O n

2( ( ))O f n

( )f nc

( ( ))O f n



Το Immerman-Szelepscenyi Θεώρηµα

« ∆εδοµένου ενός γράφου      και ενός κόµβου     , ο αριθµός 
των κόµβων που είναι προσπελάσιµοι απο τον      στον       
µπορούν να υπολογιστούν απο µια ΝΤΜ σε χώρο          «   

ΠΡΟΕΚΤΑΣΗ ΤΟΥ ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ: Επιλύεται σε λογαριθµικό χώρο µια 
σηµαντική παραλλαγή του προβλήµατος REACHABILITY ο υπολογισµός 

G
Gx

x

logn
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του πλήθους των κόµβων που είναι προσπελάσιµοι απο έναν κόµβο χ

Ο υπολογισµός αυτός συνεπάγεται ταυτόχρονα και τον υπολογισµό  του 
πλήθους των κόµβων που δεν είναι προσπελάσιµοι απο τον χ (συµπληρωµατικό 
προβληµα)

ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ : Το παραπάνω πρόβληµα καθώς και το συµπληρωµατικό του 
βρίσκονται στην ίδια µη ντετερµινιστική κλάση πολυπλοκότητας χώρου. 



Αλγόριθµος Θεωρήµατος Immerman-Szelepscenyi

(0) : 1;   for =1,2,..., -1 do: compute ( )  from ( 1)S k n S k S k= −

: 0;   for each node 1,2,...,  do: if ( ) then : 1l u n u S k l l= = ∈ = +
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: 0;   reply:=false;  for each node =1,2,...,n repeat:m υ=
if ( 1) then : 1; if furthermore ( , ) then reply:=trueS k m m G uυ υ∈ − = +

if in the end ( 1)  then "no" (give up), else return replym S k −p

0 : ;  for 1, ..., 1  do:w x p k= = −

1guess a node  and check that ( , ) (if not, give up)p p pw G w w−

1if =  then report ( 1),  otherwise give up kw S kυ υ− ∈ −



Έστω                                             . Η  γλώσσα        θα αποφασίζεται απο µια µη 
ντετερµινιστική µηχανή Μ      

Κατασκευάζεται  µια  ΝΤΜ            που αποφασίζει την 

Η µηχανή        «τρέχει» µε είσοδο x τον αλγόριθµο του θεωρήµατος 
Immerman στον  configuration graph της  Μ  και αποφαίνεται αν δύο 

NSPACE ( ( )) coNSPACE ( ( ))f n f n=

NSPACE( ( ))L f n∈

M L

M

L
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Immerman στον  configuration graph της  Μ  και αποφαίνεται αν δύο 
διαµορφώσεις έχουν µονοπάτι µεταξύ τους στη βάση απόφασης της Μ. 

Οι ρόλοι αντιστρέφονται ως εξής: αν σε κάποιο στάδιο ο αλγόριθµος βρεί 
µια accepting  configuration στο S(k) για οποιοδήποτε κ τότε σταµατάει 
και απορρίπτει την είσοδο. Αν δε βρεθεί καµµία accepting configuration 
στο S(k) για κ=n τότε αποδέχεται.

O µη ντετερµινισµός στον χώρο είναι κλειστός ως προς το 
συµπλήρωµα



Summary
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EXP

PSPACE

NEXP coNEXP

PSPACE

P

L

NP coNP


