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Σύνταξη

Ορισµός (Σύνταξη της λογικής πρώτης τάξης)

Λεξιλόγιο Σ = (Φ,Π, r)

• Συναρτήσεις f ∈ Φ

• Σχέσεις R ∈ Π

• r(·) η πληθικότητα (arity) των f και R

Μεταβλητές V = {x, y, z, . . .}

Παράδειγµα (Θεωρία Αριθµών)

ΣN = (ΦN,ΠN, rN)

• ΦN = {0, σ,+,×, ↑}
• ΠN = {=, <}
• r(0) = 0, r(σ) = 1, r(+) = r(×) = r(↑) = 2

• r(=) = r(<) = 2



΄Οροι και Εκφράσεις

• ΄Οροι t :

• x ∈ V

• f(t1, . . . , tk)

• Εκφράσεις φ, ψ:

• R(t1, . . . , tk)

• ¬φ, (φ ∨ ψ) και (φ ∧ ψ)

• (∀xφ)

• Συντοµογραφίες⇒,⇔ και ∃
(φ⇒ ψ) ≡ (¬φ ∨ ψ) (∃xφ) ≡ ¬(∀x¬φ)



΄Οροι και Εκφράσεις στη Θεωρία Αριθµών

΄Οροι :

σ(σ(0)) ; 2

+(x, σ(σ(0))) ; x + 2

Εκφράσεις :

< (x, σ(σ(0))) ; x < 2

∀x < (+(x, σ(σ(0))), σ(↑ (x, σ(σ(0))))) ; ∀x((x + 2) < σ(x ↑ 2))



Ελεύθερες και ∆εσµευµένες Μεταβλητές

(∀x(x + y > 0)) ∧ (x > 0)

• Το πρώτο x δεσµευµένο

• Το δεύτερο x ελεύθερο

• Το y ελεύθερο

Μετονοµασία δεσµευµένης µεταβλητής :

(∀z(z + y > 0)) ∧ (x > 0)



Μοντέλα

• Ανάλογο µε την ανάθεση αλήθειας του προτασιακού λογισµού

• M = (U, µ) µοντέλο κατάλληλο για ένα Σ = (Φ,Π, r)

• σύνολο U 6= ∅ (σύµπαν)

• συνάρτηση µ : V ∪ Φ ∪ Π
µ7→ U

• x ∈ V
µ7→ x

M ∈ U

• f ∈ Φ (πληθικότητας k)
µ7→ f

M : U
k 7→ U

• R ∈ Π (πληθικότητας k)
µ7→ R

M ⊆ U
k



Ερµηνεία µε ϐάση µοντέλο M

• Σηµασία όρου t υπό µοντέλο M

t t
M

x x
M

f(t1, . . . , tk) f
M(t

M

1 , . . . , t
M

k
)

• Ικανοποίηση έκφρασης από µοντέλο (M |= φ)

φ M � φ if
R(t1, . . . , tk) (t

M

1 , . . . , t
M

k
) ∈ R

M

¬ψ M 2 ψ
ψ1 ∨ ψ2 M � ψ1 ∨M � ψ2

ψ1 ∧ ψ2 M � ψ1 ∧M � ψ2

∀xψ ∀u ∈ U : Mx=u � ψ

όπου Mx=u ίδιο µε το M εκτός του ότι x
Mx=u = u



Μοντέλο της Θεωρίας Αριθµών

Ορισµός

Μοντέλο N = (U, µ), µε U = N
• 0N = 0

• σN(n) = n + 1

• +N(n1, n2) = n1 + n2

• <N (n1, n2) = n1 < n2

• . . .

Παράδειγµα

N � ∀x(x < x + 1) ;

∀n ∈ N, Nx=n � x < x + 1 ;

∀n ∈ N, n <N
n +N 1N



Μοντέλο Ισοτιµίας (parity) για Θεωρία Αριθµών

Ορισµός

Μοντέλο Np = (U, µ), µε U = {0, 1, . . . , p − 1}, όπου p > 1

• 0Np = 0

• σNp (n) = n + 1 mod p

• m +Np n = m + n mod p

• . . .

Παράδειγµα

Np 2 ∀x(x < x + 1) ;

Np(x=p−1) 2 x < x + 1 ;

δεν ισχύει (p − 1) <Np (p − 1) +Np 1Np ;

δεν ισχύει (p − 1) < (p − 1) + 1 mod p



Μοντέλο για Θεωρία Γράφων

• Λεξιλόγιο ΣG µε σχέσεις {=,G} πληθικότητας 2

• Μοντέλο Γ µε U σύνολο 5 κόµβων της Εικόνας 5-2 και G
Γ(x, y)

αληθές αν υπάρχει ακµή από το x στο y στο γράφο

• φ = ∀x(∀y(G(x, y)⇒ G(y, x))) (η G είναι συµµετρική)

• Γ � φ

• φ′ = ∀x(∀y(∀z(G(x, z) ∧ G(z, y))⇒ G(x, y))) (G µεταβατική)

• Γ 2 φ′

• Και τα δύο ελέγχονται σε πολυωνυµικό χρόνο



φ-graphs

Ορισµός (Πρόβληµα φ-graphs)

∆οσµένου ενός µοντέλου Γ (ενός γράφου GΓ) για µία έκφραση φ,

ισχύει Γ � φ;

Θεώρηµα

Για κάθε έκφραση φ στο ΣG, το φ-graphs είναι στο P

Απόδειξη

Με επαγωγή στη δοµή του φ:

• φ = G(x, y), προφανές

• φ = ¬ψ, ψ1 ∨ ψ2, ψ1 ∧ ψ2, αφού ισχύει για ψ,ψ1, ψ2

• φ = ∀xψ, αφού ισχύει για ψ, ελέγχουµε για κάθε κόµβο του

γράφου



΄Εγκυρες Εκφράσεις

Ορισµός

Μία έκφραση φ λέγεται ικανοποιήσιµη αν υπάρχει ένα µοντέλο που να

την ικανοποιεί (M � φ)

Ορισµός

Αν µία έκφραση φ ικανοποιείται από κάθε µοντέλο, λέγεται έγκυρη

(γράφουµε � φ)

Πρόταση

Μία έκφραση δεν είναι ικανοποιήσιµη αν και µόνο αν η άρνησή της

είναι έγκυρη (¬∃M : M � φ⇔ � ¬φ)



Αποδείξεις

• Συστηµατικός τρόπος για να δείχνουµε την εγκυρότητα προτάσεων

• Βασιζόµενοι σε (αξιώµατα):

• Εγκυρότητα στη λογική Boole (ταυτολογίες)

• Ιδιότητες της ισότητας

• Ιδιότητες των ποσοδεικτών

Πρόταση (Modus Ponens)

Αν οι εκφράσεις ψ και ψ ⇒ φ είναι έγκυρες, τότε η φ είναι έγκυρη



Βασικά Λογικά Αξιώµατα

ΑΞ0: Κάθε έκφραση που είναι ταυτολογία στη λογική Boole

ΑΞ1: Κάθε έκφραση της µορφής :

ΑΞ1α : t = t

ΑΞ1β: (t1 = t
′
1 ∧ . . . ∧ tk = t

′
k
)⇒ f(t1, . . . , tk) = f(t

′
1, . . . , t

′
k
)

ΑΞ1γ: (t1 = t
′
1 ∧ . . . ∧ tk = t

′
k
)⇒ R(t1, . . . , tk) = R(t

′
1, . . . , t

′
k
)

ΑΞ2: Κάθε έκφραση της µορφής ∀xφ⇒ φ[x ← t]

ΑΞ3: Κάθε έκφραση της µορφής φ⇒ ∀xφ (x όχι ελεύθερο στο φ)

ΑΞ4: Κάθε έκφραση της µορφής (∀x(φ⇒ ψ))⇒ (∀xφ⇒ ∀xψ)



Αποδείξεις

Βασιζόµαστε στα αξιώµατα και το modus ponens

Ορισµός (Απόδειξη µίας έκφρασης φn)

΄Εστω ακολουθία εκφράσεων S = (φ1, . . . , φ2, . . . , φn) και Λ σύνολο

αξιωµάτων. Αν για κάθε φi ισχύει :

• είτε φi ∈ Λ

• είτε υπάρχουν ψ, ψ ⇒ φi στα φ1, . . . , φi−1

τότε το S είναι µια απόδειξη για το φn.

Το φn λέγεται ϑεώρηµα πρώτης τάξης και γράφουµε

` φn



Αποδείξεις

Παράδειγµα (Συµµετρία της ισότητας)

1. (x = y ∧ x = x)⇒ (x = x ⇒ y = x) (ΑΞ1γ)

2. (x = x) (ΑΞ1α)

3. x =x ⇒ ((x =y ∧ x =x)⇒ (x =x ⇒ y =x))⇒ (x =y ⇒ y =x)
(ΑΞ0) ταυτολογία a ⇒ ((b ∧ a)⇒ (a ⇒ c))⇒ (b⇒ c)

4. ((x =y ∧ x =x)⇒ (x =x ⇒ y =x))⇒ (x =y ⇒ y =x) (2,3)

5. (x = y ⇒ y = x) (1,4)



theoremhood

Μπορούµε να κωδικοποιήσουµε τις εκφράσεις και τις αποδείξεις

(ακολουθία εκφράσεων) σαν συµβολοσειρές.

Ορισµός (Πρόβληµα theoremhood)

΄Εστω µία κωδικοποίηση για την φ. Είναι η φ ϑεώρηµα πρώτης τάξης

(` φ);

Πρόταση

Το theoremhood είναι αναδροµικά αριθµήσιµο.

Απόδειξη

Η µηχανή Turing δοκιµάζει όλες τις πεπερασµένες ακολουθίες

εκφράσεων µε λεξικογραφική σειρά και απαντά ϑετικά αν κάποια

ακολουθία είναι απόδειξη της δοσµένης έκφρασης.



validity

Ορισµός (Πρόβληµα validity)

΄Εστω δοσµένη έκφραση φ. Είναι έγκυρη (� φ);

Θεώρηµα (Εγκυρότητας και Πληρότητας)

validity ≡ theoremhood
� φ ⇔ ` φ

΄Οµως, πιο ενδιαφέρον αν η φ ικανοποιείται από συγκεκριµένο

µοντέλο !

⇒ Στόχος : Αξιωµατικοποίηση του µοντέλου



Απόδειξη από Προκείµενες

Ορισµός (΄Εγκυρη Συνέπεια από Προκείµενες, ∆ � φ)

΄Εστω σύνολο εκφράσεων ∆. Αν κάθε µοντέλο που ικανοποιεί κάθε

έκφραση του ∆ ικανοποιεί και τη φ, τότε η φ είναι έγκυρη συνέπεια του

∆.

Ορισµός (Απόδειξη από Προκείµενες, ∆ ` φ)

Ακολουθία S = (φ1, φ2, . . . , φn), αξιώµατα Λ, προκείµενες ∆.

Αν για κάθε φi ισχύει φi ∈ Λ ∪∆ ή προκύπτει µε modus ponens, τότε η

S είναι απόδειξη της φn από ∆.

Ιδέα : Εισάγουµε επιπλέον αξιώµατα ∆ που περιγράφουν το µοντέλο

µας



Παράδειγµα : Αξιωµατικοποίηση της Θεωρίας Οµάδων

• Λεξιλόγιο µε σταθερά 1 και πράξη ◦
• «Μη λογικά» αξιώµατα :

GR1: ∀x∀y∀z((x ◦ y) ◦ z = x ◦ (y ◦ z)) (προσεταιριστικότητα)

GR2: ∀x(x ◦ 1) = x (ουδέτερο στοιχείο)

GR3: ∀x∃y(x ◦ y = 1) (ύπαρξη αντιστρόφου)



Τεχνικές Μαθηµατικού Συλλογισµού

Θεώρηµα (Τεχνική Παραγωγής, deduction)

Αν ∆ ∪ {φ} ` ψ, τότε ∆ ` φ⇒ ψ.

Απόδειξη

΄Εστω S = (φ1, . . . , φn) απόδειξη του ψ από ∆ ∪ {φ}. Με επαγωγή στο

φi (υποθέτουµε φ⇒ φj για κάθε j < i).

• Αν φi ∈ ∆ ∪ Λ, προσθέτουµε {φi , φi ⇒ (φ⇒ φi), φ⇒ φi}
• Αν φi από {φj , φj ⇒ φi} µε modus ponens, προσθέτουµε

κατάλληλες εκφράσεις παροµοίως



Τεχνικές Μαθηµατικού Συλλογισµού

Ορισµός (Συνεπές, consistent)

Αν ∆ ` φ για κάθε φ (και το ¬φ), τότε το ∆ λέγεται ασυνεπές. Αν δεν

υπάρχει καµία αντίφαση, τότε είναι συνεπές.

Θεώρηµα (Απαγωγή σε ΄Ατοπο)

Αν το ∆ ∪ {¬φ} είναι ασυνεπές, τότε ∆ ` φ.

Απόδειξη

Ασυνεπές : ∆ ∪ {¬φ} ` φ. Από ϑεώρηµα παραγωγής ∆ ` ¬φ⇒ φ,

ισοδύναµο µε φ.

Θεώρηµα (Γενίκευση)

Αν ∆ ` φ και το x δεν είναι ελεύθερο στο ∆, τότε ∆ ` ∀xφ.


