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1 Ασκήσεις στα Modulo

Άσκηση 1
Άν gcd(a, n) = 1 τότε ∃ μοναδική λύση της ax ≡ modn στο Zn

ΛΥΣΗ

Άν gcd(a, n) = 1 τότε ∃ λύση: x ≡ a−1 mod n
Έστω x′ κι άλλη λύση, τότε:

ax ≡ modn και ax′ ≡ modn

Άρα a(x− x′) ≡ 0 mod n ⇒ n/a(x− x′) ⇒ n/(x− x′) (επειδή gcd(a, n) = 1)
⇒ x = x′.

Άσκηση 2
Έστω gcd(a, n) = d τότε η ax ≡ modn έχει λύση⇐⇒ d/b.

ΛΥΣΗ

⇒ : Έστω x0 μια λύση, τότε ax0 ≡ modn ⇒ n/(ax0 − b) ⇒ d/b.
⇐ : Έστω οτι d/b, τότε ax ≡ modn ⇔ n/ax− b ⇔ ∃ z : zn = ax− b
⇔ ∃ z : z n

d = ax
d − b

d ⇔ n
d/(

a
dx− b

d) ⇔
a
dx ≡ b

d mod n
d

⇔ ∃x0 ∈ Zn
d
: a
dx0≡

b
d mod n

d .
⇔ x0 ≡ (ad)

−1( bd) mod
n
d .

Παρατηρούμε οτι υπάρχουν d λύσεις στο Zn : x0 + in
d με 0 ⩽ i ⩽ d.

Λήμμα Απαλοιφής
ax ≡ ax′ mod n ⇒ x ≡ x΄ mod

(
n

gcd(a,n)

)
.

Άσκηση 1.11 (από Παπαδημητρίου)
Δείξτε ότι 35 |

(
41536 − 94824

)
ΛΥΣΗ

Παρατηρούμε πρώτα οτι 35 = 5 · 7
Δείχνωντας οτι το 5 και 7 διαιρεί το 41536−94824 θα έχουμε οτι και το 35 το διαιρεί.
Για το 7 έχουμε οτι:
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43 ≡ 1 mod 7 ⇒ 41536 ≡ 1 mod 7
93 ≡ 1 mod 7 ⇒ 94824 ≡ 1 mod 7

Άρα 41536 − 94824 ≡ 0 mod 7
Επίσης το τελευταίο ψηφίο του 41536 είναι το 6 ενώ του 94824 το 1.
Άρα 5/41536 − 94824 άρα 41536 − 94824≡ 0 mod 5.
Προφανώς 41536 − 94824≡ 0 mod 35.

Άσκηση 1.12 (από Παπαδημητρίου)
(22)2006 ≡ ? mod 3.

ΛΥΣΗ

Παρατηρούμε οτι 22 ≡ 1 mod 3.
Άρα

(
22
)2006

=
((

22
)2)1003

≡ 1 mod 3.
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