
 

Åèíéêü Ìå�óüâéï �ïëõ�å÷íåßï

Ó÷ïëÞ Çëåê�ñïëüãùí Ìç÷áíéêþí êáé Ìç÷áíéêþí Õðïëïãéó�þí

ÔïìÝáò Ôå÷íïëïãßáò �ëçñïöïñéêÞò êáé Õðïëïãéó�þí

Áëãüñéèìïé êáé �ïëõðëïêü�ç�á

ÄéäÜóêùí: ÄçìÞ�ñçò Öù�Üêçò

1ç ÓåéñÜ �ñï�åéíüìåíùí ÁóêÞóåùí

¢óêçóç 1: Áóõìð�ù�éêÞ Åê�ßìçóç

Íá �áîéíïìÞóå�å �éò ðáñáêÜ�ù óõíáñ�Þóåéò óå áýîïõóá óåéñÜ �Üîçò ìåãÝèïõò. Âñåß�å äçëáäÞ äéÜ-
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Íá åðéóçìÜíå�å áêüìç �éò óõíáñ�Þóåéò ðïõ Ý÷ïõí ßäéá �Üîç ìåãÝèïõò.

Ëýóç. Ç óåéñÜ êá�Ü�áîçò åßíáé:
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= !(n), äçëáäÞ áí ðïëëáðëáóéÜóïõìå �ïí åêèÝ�ç ìå ïðïéáäÞðï�å ó�áèåñÜ ìåãáëý�åñç �çò ìïíÜ-

äáò, ç �Üîç ìåãÝèïõò �çò óõíÜñ�çóçò áëëÜæåé áðü õðï-ãñáììéêÞ óå õðåñ-ãñáììéêÞ. ut

¢óêçóç 2: Åðßëõóç Áíáäñïìéêþí Ó÷Ýóåùí

(á) Íá ëýóå�å �çí ðáñáêÜ�ù áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ÷ùñßò ÷ñÞóç �ïõ Master Theorem. �éá áðëü�ç�á,

íá õðïèÝóå�å ü�é �ï n åßíáé äýíáìç �ïõ 3.

T (n) = 2T (n=3) + 29n ; T (1) = 7

(â) Ç ðïëõðëïêü�ç�á �ñéþí áëãïñßèìùí ãéá �ï ßäéï ðñüâëçìá äßíå�áé áðü �éò ðáñáêÜ�ù áíáäñïìéêÝò

ó÷Ýóåéò:
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Íá ëýóå�å �éò áíáäñïìéêÝò ó÷Ýóåéò êáé íá �áîéíïìÞóå�å �ïõò �ñåéò áëãïñßèìïõò ùò ðñïò �çí áðï-

äï�éêü�ç�Ü �ïõò. �ïéïé áðü áõ�ïýò ÷ñçóéìïðïéïýí �ç ìÝèïäï ``äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå'' êáé ãéá�ß;

Ëýóç. (á) Åñãáæüìáó�å ìå �çí ìÝèïäï �çò åðáíÜëçøçò:
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(â.1) Êá�' áñ÷Üò íá ðïýìå ü�é äåí ìðïñïýìå íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �ï Master Theorem ãéá�ß ç
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Ìüíï ïé äýï ðñþ�åò ÷ñçóéìïðïéïýí ``äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå'' áöïý óðÜíå �ï áñ÷éêü ðñüâëçìá óå

åðéìÝñïõò ðñïâëÞìá�á õðïðïëëáðëÜóéïõ ìåãÝèïõò. ut

¢óêçóç 3: Âñåß�å �ï ÊÜëðéêï Íüìéóìá

¸÷ïõìå 12 íïìßóìá�á, �ï Ýíá áðü �á ïðïßá åßíáé êÜëðéêï. ¼ëá �á ãíÞóéá íïìßóìá�á Ý÷ïõí �ï

ßäéï áêñéâþò âÜñïò. Ôï êÜëðéêï íüìéóìá äéáöÝñåé áðü �á ãíÞóéá ìüíï ùò ðñïò �ï âÜñïò, áëëÜ

äåí ãíùñßæïõìå áí åßíáé åëáöñý�åñï Þ âáñý�åñï. �éá �ïí åí�ïðéóìü �ïõ êÜëðéêïõ íïìßóìá�ïò,

÷ñçóéìïðïéïýìå ìéá æõãáñéÜ áêñéâåßáò ðïõ åëÝã÷åé áí Ýíá óýíïëï íïìéóìÜ�ùí åßíáé åëáöñý�åñï,

ßäéïõ âÜñïõò, Þ âáñý�åñï áðü Ýíá Üëëï óýíïëï íïìéóìÜ�ùí (öõóéêÜ, �á äýï óýíïëá ðñÝðåé íá åßíáé

îÝíá ìå�áîý �ïõò), áëëÜ äåí äßíåé êáìßá Üëëç ðëçñïöïñßá ãéá �ï âÜñïò �ùí íïìéóìÜ�ùí. Ïé æõãßóåéò

ìáò ðñÝðåé íá áöïñïýí ìüíï õðïóýíïëá �ùí 12 íïìéóìÜ�ùí ðïõ Ý÷ïõìå ó�ç äéÜèåóÞ ìáò (äçë. äåí

ìðïñåß íá óõììå�Ý÷ïõí ó�éò æõãßóåéò íïìßóìá�á åê�üò �ùí 12 áñ÷éêþí ðïõ ãíùñßæïõìå ü�é åßíáé

ãíÞóéá Þ êÜëðéêá).

1. Íá äåßîå�å ü�é ìå 3 æõãßóåéò ìðïñïýìå íá áíáêáëýøïõìå �ï êÜëðéêï íüìéóìá êáé áí áõ�ü åßíáé

åëáöñý�åñï Þ âáñý�åñï áðü �á ãíÞóéá. Íá äåßîå�å áêüìç ü�é êÜ�é �Ý�ïéï äåí åßíáé åöéê�ü ìå 2

ìüíï æõãßóåéò.

2. Áí åß÷áìå ó�ç äéÜèåóÞ ìáò 2 ìüíï æõãßóåéò, ðïéïò åßíáé ï ìÝãéó�ïò áñéèìüò íïìéóìÜ�ùí áíÜìåóá

ó�á ïðïßá èá ìðïñïýóáìå íá îå÷ùñßóïõìå �ï êÜëðéêï êáé áí áõ�ü åßíáé åëáöñý�åñï Þ âáñý�åñï

áðü �á ãíÞóéá; �ïéïò åßíáé ï áí�ßó�ïé÷ïò áñéèìüò ãéá n = 4; 5; : : : æõãßóåéò;
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Ó÷Þìá 1. ¸íáò ``áëãüñéèìïò'' ðïõ ìå 3 æõãßóåéò âñßóêåé �ï êÜëðéêï áíÜìåóá óå 12 íïìßóìá�á êáé áí áõ�ü åßíáé åëáöñý�åñï

Þ âáñý�åñï. Ï ``áëãüñéèìïò'' ÷ùñßæåé áñ÷éêÜ �á íïìßóìá�á óå 3 �å�ñÜäåò: �çí �å�ñÜäá A ìå �á íïìßóìá�á A
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, êáé �çí �å�ñÜäá C ìå �á íïìßóìá�á C
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. Ç áíáðáñÜó�áóç �ïõ

áëãüñéèìïõ âáóßæå�áé óå Ýíá �ñéáäéêü äÝí�ñï óõãêñßóåùí. ÊÜèå êüìâïò (åê�üò áðü �á öýëëá) äçëþíåé ü�é �á íïìßóìá�á

ó�á áñéó�åñÜ æõãßæïí�áé ìå �á íïìßóìá�á ó�á äåîéÜ (ð.÷. ç ñßæá äçëþíåé ü�é �á íïìßóìá�á �çò �å�ñÜäáò A æõãßæïí�áé ìå

áõ�Ü �çò �å�ñÜäáò B). Áí ç æõãáñéÜ ãåßñåé áñéó�åñÜ (áí�. äåîéÜ), áêïëïõèåß�áé ï áñéó�åñüò (áí�. äåîéüò) êëÜäïò, êáé áí

ç æõãáñéÜ éóïññïðÞóåé, áêïëïõèåß�áé ï ìåóáßïò êëÜäïò. Óå êÜèå êëÜäï óçìåéþíïí�áé �á ðéèáíÜ åíäå÷üìåíá ìå âÜóç �çí

äéáèÝóéìç ðëçñïöïñßá áðü �éò æõãßóåéò. Ç áíáöïñÜ óå Ýíá íüìéóìá äçëþíåé ü�é áõ�ü ìðïñåß íá åßíáé �ï êÜëðéêï, êáé

�ï + (áí�. �) äçëþíåé ü�é èá åßíáé âáñý�åñï (áí�. åëáöñý�åñï) áðü �á êáíïíéêÜ (ð.÷. �á åíäå÷üìåíá ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí

ó�ïí øçëü�åñï áñéó�åñü êëÜäï åßíáé êÜðïéï áðü �á íïìßóìá�á �çò �å�ñÜäáò A íá åßíáé êÜëðéêï êáé âáñý�åñï áðü �á

êáíïíéêÜ Þ êÜðïéï áðü �á íïìßóìá�á �çò �å�ñÜäáò B íá åßíáé êÜëðéêï êáé åëáöñý�åñï áðü �á êáíïíéêÜ). �åñéïñßæïí�áò

äéáäï÷éêÜ �á åíäå÷üìåíá óå êÜèå êëÜäï, êá�áëÞãïõìå óå ìïíáäéêü áðï�Ýëåóìá óå êÜèå öýëëï.

Ëýóç. ÊÜèå ``áëãüñéèìïò'' ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß h æõãßóåéò ãéá íá åí�ïðßóåé Ýíá êÜëðéêï áíÜìåóá óå

n íïìßóìá�á ìðïñåß íá áíáðáñáó�áèåß ìå Ýíá �ñéáäéêü äÝí�ñï æõãßóåùí ýøïõò h �ï ïðïßï Ý÷åé

�ïõëÜ÷éó�ïí 2n öýëëá, äýï ãéá êÜèå íüìéóìá i, ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí ó�á åíäå÷üìåíá �ï íüìéóìá i íá

åßíáé êÜëðéêï êáé åëáöñý�åñï áðü �á êáíïíéêÜ (óõìâïëßæå�áé ìå i�) êáé �ï íüìéóìá i íá åßíáé

êÜëðéêï êáé âáñý�åñï áðü �á êáíïíéêÜ (óõìâïëßæå�áé ìå i+). Ôï äÝí�ñï åßíáé �ñéáäéêü ãéá�ß êÜèå

æýãéóç ìðïñåß íá Ý÷åé �ñßá áðï�åëÝóìá�á: ç æõãáñéÜ ãÝñíåé áñéó�åñÜ, éóïññïðåß, Þ ãÝñíåé äåîéÜ.

Áöïý Ýíá �ñéáäéêü äÝí�ñï ýøïõò h Ý÷åé �ï ðïëý 3

h

öýëëá, o ìÝãéó�ïò áñéèìüò n

h

íïìéóìÜ�ùí

áíÜìåóá ó�á ïðïßá ìðïñïýìå íá åí�ïðßóïõìå Ýíá êÜëðéêï íüìéóìá (êáé áí áõ�ü åßíáé åëáöñý�åñï

Þ âáñý�åñï áðü �á êáíïíéêÜ) ìå h æõãßóåéò åßíáé n

h

� (3

h

� 1)=2. Óõíåðþò ãéá 12 íïìßóìá�á

÷ñåéáæüìáó�å �ïõëÜ÷éó�ïí 3 æõãßóåéò. Ï ðéï ãíùó�üò ``áëãüñéèìïò'' ãéá 12 íïìßóìá�á ìå 3 æõãßóåéò

öáßíå�áé ó�ï Ó÷Þìá 1. Ó�ç âéâëéïãñáößá áíáöÝñïí�áé êáé áñêå�ïß Üëëïé, Ýíáò ìÜëéó�á êáèïñßæåé �éò

æõãßóåéò ðïõ èá êÜíåé åî' áñ÷Þò, ÷ùñßò áõ�Ýò íá åîáñ�þí�áé áðü �á áðï�åëÝóìá�á �ùí ðñïçãïýìåíùí

æõãßóåùí, äåß�å ó�çí äéåýèõíóç:

http://www.sienediret.om/siene/artile/pii/S0020019002004830

Ï ìÝãéó�ïò áñéèìüò íïìéóìÜ�ùí n

2

áíÜìåóá ó�á ïðïßá ìðïñïýìå íá åí�ïðßóïõìå �ï êÜëðéêï

íüìéóìá (êáé áí áõ�ü åßíáé åëáöñý�åñï Þ âáñý�åñï áðü �á êáíïíéêÜ) ìå 2 æõãßóåéò åßíáé n

2

= 3.

Ï ëüãïò ðïõ n

2

< 4 åßíáé ü�é áí ó�çí ðñþ�ç æýãéóç óõììå�Ý÷ïõí üëá �á 4 íïìßóìá�á, Ý÷ïõìå

ìüíï äýï åíäå÷üìåíá áðï�åëÝóìá�á (ç æõãáñéÜ äåí ìðïñåß íá éóïññïðÞóåé). Áí ó�çí ðñþ�ç æýãéóç

óõììå�Ý÷ïõí ìüíï äýï íïìßóìá�á êáé ç æõãáñéÜ éóïññïðÞóåé, äåí ìðïñïýìå ìå ìßá ìüíï æýãéóç íá

âñïýìå ðïéü áðü �á Üëëá äýï íïìßóìá�á åßíáé êÜëðéêï êáé áí áõ�ü åßíáé åëáöñý�åñï Þ âáñý�åñï
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áðü �á êáíïíéêÜ. Ìðïñïýìå âÝâáéá íá åí�ïðßóïõìå �ï êÜëðéêï áíÜìåóá óå 4 íïìßóìá�á ìå 2 ìüíï

æõãßóåéò åß�å áí ãíùñßæïõìå Ýíá ãíÞóéï íüìéóìá áðü �á 4 åß�å áí Ý÷ïõìå 3 åðéðëÝïí íïìßóìá�á ðïõ

ãíùñßæïõìå ü�é åßíáé ãíÞóéá (äåß�å ð.÷. �ïí ìåóáßï êëÜäï ó�ï Ó÷Þìá 1).

�áñüìïéá áðïäåéêíýïõìå ü�é ìÝãéó�ïò áñéèìüò íïìéóìÜ�ùí n

3

(áí�. n

4

) áíÜìåóá ó�á ïðïßá

ìðïñïýìå íá åí�ïðßóïõìå �ï êÜëðéêï íüìéóìá (êáé áí áõ�ü åßíáé åëáöñý�åñï Þ âáñý�åñï áðü �á

êáíïíéêÜ) ìå 3 (áí�. 4) æõãßóåéò åßíáé n

3

= 12 (áí�. n

4

= 39). �éá íá åí�ïðßóïõìå �ï êÜëðéêï

íüìéóìá áíÜìåóá óå 39 íïìßóìá�á ìå 4 æõãßóåéò, ÷ùñßæïõìå áñ÷éêÜ �á íïìßóìá�á óå 3 ïìÜäåò �ùí

13 íïìéóìÜ�ùí êáé åñãáæüìáó�å ìå �çí ëïãéêÞ �ïõ Ó÷Þìá�ïò 1.

�åíéêü�åñá, áðïäåéêíýå�áé ü�é ï ìÝãéó�ïò áñéèìüò íïìéóìÜ�ùí n

h

áíÜìåóá ó�á ïðïßá ìðïñïýìå

íá åí�ïðßóïõìå �ï êÜëðéêï íüìéóìá (êáé áí áõ�ü åßíáé åëáöñý�åñï Þ âáñý�åñï áðü �á êáíïíéêÜ)

ìå h æõãßóåéò åßíáé n

h

= (3

h

� 3)=2. ut

¢óêçóç 4: ÌÝ�ñçóç Áí�éó�ñïöþí

¸ó�ù a

1

; a

2

; : : : ; a

n

ìéá áêïëïõèßá n äéáöïñå�éêþí áêåñáßùí. Ùò ìÝ�ñï �ïõ ðüóï áðÝ÷åé áõ�Þ ç

áêïëïõèßá áðü �ï íá åßíáé �áîéíïìçìÝíç óå áýîïõóá óåéñÜ ÷ñçóéìïðïéïýìå �ïí áñéèìü �ùí áí�éó�ñï-

öþí. Ï áñéèìüò �ùí áí�éó�ñïöþí ãéá �çí áêïëïõèßá a

1

; a

2

; : : : ; a

n

åßíáé �ï ðëÞèïò �ùí æåõãáñéþí

ó�ïé÷åßùí a

i

; a

j

ìå i < j êáé a

i

> a

j

, äçë. �ï ðëÞèïò �ùí æåõãáñéþí ó�ïé÷åßùí ðïõ âñßóêïí�áé åê�üò

äéÜ�áîçò. �éá ðáñÜäåéãìá, ï áñéèìüò �ùí áí�éó�ñïöþí ãéá �çí áêïëïõèßá 6; 5; 4; 3; 2; 1 åßíáé 15 (üëá

�á æåýãç åßíáé åê�üò äéÜ�áîçò), ï áñéèìüò �ùí áí�éó�ñïöþí ãéá �çí áêïëïõèßá 5; 1; 2; 6; 3; 4 åßíáé

6 (�á æåýãç (5; 1), (5; 2), (5; 3), (5; 4), (6; 3), êáé (6; 4)), êáé ï áñéèìüò �ùí áí�éó�ñïöþí ãéá �çí

�áîéíïìçìÝíç áêïëïõèßá 1; 2; 3; 4; 5; 6 åßíáé 0.

Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ``äéáßñåé-êáé-âáóßëåõå'' ðïõ õðïëïãßæåé �ïí áñéèìü �ùí áí�éó�ñïöþí

ìéáò áêïëïõèßáò n äéáöïñå�éêþí áêåñáßùí óå ÷ñüíï O(n log n). Íá áé�éïëïãÞóå�å ðñïóåê�éêÜ �çí

ïñèü�ç�á êáé �çí ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãüñéèìïõ.

Ëýóç. Ç éäÝá åßíáé ßäéá ìå áõ�Þ �çò Mergesort. ¸ó�ù ü�é Ý÷ïõìå ìßá áêïëïõèßá ìå n ó�ïé÷åßá.

ÅðáãùãéêÜ õðïèÝ�ïõìå ü�é �ï ðñüâëçìá Ý÷åé ëõèåß ãéá �çí õðáêïëïõèßá A = (a

1

; a

2

; : : : ; a

n

2

) ìå �á

ó�ïé÷åßá �ùí n=2 ðñþ�ùí èÝóåùí �ïõ ðßíáêá (Ýó�ù ü�é Ý÷ïõìå ìå�ñÞóåé r

A

áí�ßó�ñïöá æåýãç ãéá

�çí õðáêïëïõèßá A) êáé ãéá �çí õðáêïëïõèßá B = (a

n

2

+1

; a

n

2

+2

; : : : ; a

n

) ìå �á ó�ïé÷åßá �ùí n=2

�åëåõ�áßùí èÝóåùí �ïõ ðßíáêá (Ýó�ù ü�é Ý÷ïõìå ìå�ñÞóåé r

B

áí�ßó�ñïöá æåýãç ãéá �çí õðáêïëïõèßá

B). Åðßóçò õðïèÝ�ïõìå ü�é �á ó�ïé÷åßá �ùí õðáêïëïõèéþí A êáé B åßíáé �áîéíïìçìÝíá. Ôï ðëÞèïò

�ùí áí�ßó�ñïöùí æåõãþí ãéá üëç �çí áêïëïõèßá åßíáé r = r

A

+ r

B

+ r

AB

, üðïõ r

AB

�ï ðëÞèïò �ùí

áí�ßó�ñïöùí æåõãþí (a

i

; a

j

) ìå i � n=2, j > n=2, êáé a

i

> a

j

.

�éá íá ðå�ý÷ïõìå ðïëõðëïêü�ç�áO(n logn) ðñÝðåé �ï merging íá ãßíåé óå ÷ñüíïO(n) (èõìçèåß�å

�ï Master Theorem êáé �çí ëýóç �çò áíáäñïìéêÞò åîßóùóçò T (n) = 2T (n=2) + �(n).)

Áêïëïõèïýìå �çí äéáäéêáóßá óõã÷þíåõóçò �çòMergesort. Ç ìïíáäéêÞ äéáöïñÜ åßíáé ü�é ü�áí Ýíá

ó�ïé÷åßï áðü �çí õðáêïëïõèßá B ``óõã÷ùíåýå�áé'', �ï r

AB

áõîÜíå�áé êá�Ü �ï ðëÞèïò �ùí ó�ïé÷åßùí

�çòA ðïõ äåí Ý÷ïõí áêüìç ``óõã÷ùíåõ�åß''. Áêïëïõèåß ç äéá�ýðùóç áõ�Þò �çò éäÝáò óå øåõäïêþäéêá:
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Merge&Count(A;B)

i 1; j  1; k  1; r

AB

 0;

while i � jAj and j � jBj do

if A[i℄ < B[j℄ then

C[k℄ A[i℄; k  k + 1; i i+ 1;

else

C[k℄ B[i℄; k  k + 1; j  j + 1; r

AB

 r

AB

+ jAj � i+ 1;

if i > jAj then

Áí�Ýãñáøå �á õðüëïéðá ó�ïé÷åßá �çò B ó�çí C;

else

Áí�Ýãñáøå �á õðüëïéðá ó�ïé÷åßá �çò A ó�çí C;

return(r

AB

; C);

×ñçóéìïðïéþí�áò �çí ñïõ�ßíá Merge&Count, ï ðáñáêÜ�ù øåõäïêþäéêáò ëýíåé �ï ðñüâëçìá óå

÷ñüíï �(n logn):

Sort&Count(a

1

; : : : ; a

n

)

if n � 1 then return(0);

A (a

1

; : : : ; a

n

2

); B  (a

n

2

+1

; : : : ; a

n

);

(r

A

; A) Sort&Count(A);

(r

B

; B) Sort&Count(B);

(r

AB

; C) Merge&Count(A;B);

return(r

A

+ r

B

+ r

AB

; C);

¢óêçóç 5: ÖùëéáóìÝíá Äéáó�Þìá�á

Äßíïí�áé �á ìç êåíÜ êëåéó�Ü äéáó�Þìá�á öõóéêþí áñéèìþí [s

1

; t

1

℄; [s

2

; t

2

℄; : : : ; [s

n

; t

n

℄. ÕðïèÝ�ïõìå

ü�é s

1

� s

2

� � � � � s

n

, åíþ êÜðïéá áðü �á s

i

êáé t

i

ìðïñåß íá åßíáé ßäéá. Äýï äéáó�Þìá�á

ëÝãïí�áé öùëéáóìÝíá ü�áí �ï Ýíá åßíáé õðïóýíïëï �ïõ Üëëïõ. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé íá õðïëïãß-

óïõìå �ï ðëÞèïò �ùí æåõãþí öùëéáóìÝíùí äéáó�çìÜ�ùí ó�ï [s

1

; t

1

℄; [s

2

; t

2

℄; : : : ; [s

n

; t

n

℄. �.÷. ó�ï

[1; 8℄; [2; 3℄; [3; 4℄; [5; 8℄; [6; 8℄; [7; 12℄ õðÜñ÷ïõí 5 æåýãç öùëéáóìÝíùí äéáó�çìÜ�ùí, �á [2; 3℄ � [1; 8℄,

[3; 4℄ � [1; 8℄, [5; 8℄ � [1; 8℄, [6; 8℄ � [1; 8℄, êáé [6; 8℄ � [5; 8℄. Íá äéá�õðþóå�å Ýíá üóï �ï äõíá�üí

ðéï áðïäï�éêü áëãüñéèìï ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí ÷ñïíéêÞ

ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

Ëýóç. Áöïý �á s

i

åßíáé �áîéíïìçìÝíá, áñêåß íá õðïëïãßóïõìå ãéá ðüóá æåýãç t

i

; t

j

, ìå i < j, éó÷ýåé

ü�é t

j

� t

i

. �éá êÜèå �Ý�ïéï æåýãïò t

i

; t

j

, Ý÷ïõìå ü�é s

i

� s

j

êáé t

j

� t

i

, Üñá [s

j

; t

j

℄ � [s

i

; t

i

℄.

Ôï ðëÞèïò áõ�þí �ùí æåõãþí ìðïñåß íá õðïëïãéó�åß óå ÷ñüíï O(n logn) üðùò ó�çí ðñïçãïýìåíç

Üóêçóç. ut

¢óêçóç 6: Âßäåò êáé �áîéìÜäéá

Äßíïí�áé Ýíá êïõ�ß ìå n âßäåò êáé Ýíá êïõ�ß ìå n ðáîéìÜäéá. ¼ëåò ïé âßäåò Ý÷ïõí äéáöïñå�éêü

ìÝãåèïò, üëá �á ðáîéìÜäéá Ý÷ïõí äéáöïñå�éêü ìÝãåèïò, êáé êÜèå âßäá �áéñéÜæåé ìå Ýíá ìüíï ðáîéìÜäé.

Ôï æç�ïýìåíï åßíáé íá �áéñéÜîïõìå üëåò �éò âßäåò ìå �á ðáîéìÜäéá �ïõò. ÕðÜñ÷åé üìùò ï ðåñéïñéóìüò

ü�é äåí ìðïñïýìå íá óõãêñßíïõìå �á ìåãÝèç äýï âéäþí ïý�å ìðïñïýìå íá óõãêñßíïõìå �á ìåãÝèç

äýï ðáîéìáäéþí. Ìðïñïýìå ìüíï íá óõãêñßíïõìå �á ìåãÝèç ìéáò âßäáò êáé åíüò ðáîéìáäéïý, êáé
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íá ðñïóäéïñßóïõìå áí ç âßäá åßíáé ìåãáëý�åñç, ìéêñü�åñç, Þ �áéñéÜæåé ìå �ï ðáîéìÜäé (êáé âÝâáéá

áí�ßó�ïé÷á, áí �ï ðáîéìÜäé åßíáé ìéêñü�åñï, ìåãáëý�åñï, Þ �áéñéÜæåé ìå �ç âßäá).

ÄåäïìÝíïõ �ïõ ðáñáðÜíù ðåñéïñéóìïý, íá äéá�õðþóå�å ðéèáíï�éêü áëãüñéèìï ðïõ �áéñéÜæåé

üëåò �éò âßäåò ìå �á ðáîéìÜäéá �ïõò êáé áðáé�åß êá�Ü ìÝóç �éìÞ O(n logn) óõãêñßóåéò �ïõ ìåãÝèïõò

ìéáò âßäáò ìå �ï ìÝãåèïò åíüò ðáîéìáäéïý. Óçìåßùóç: Ï áëãüñéèìüò óáò ðñÝðåé ïðùóäÞðï�å íá

÷ñçóéìïðïéåß �õ÷áéü�ç�á, áöïý ï í�å�åñìéíéó�éêüò áëãüñéèìïò áí�ßó�ïé÷çò ðïëõðëïêü�ç�áò åßíáé

óçìáí�éêÜ äõóêïëü�åñïò êáé ÷ñçóéìïðïéåß âáèý�åñåò �å÷íéêÝò ðïõ ç êá�áíüçóÞ �ïõò õðåñâáßíåé

�ïõò ó�ü÷ïõò �ïõ ìáèÞìá�ïò.

Ëýóç. Áêïëïõèïýìå �çí ëïãéêÞ �ïõ áëãüñéèìïõ Quiksort. Äåí ìðïñïýìå âÝâáéá íá åöáñìüóïõìå

�çí Quiksort áõ�ïýóéá, ãéá�ß äåí ìðïñïýìå íá óõãêñßíïõìå �éò âßäåò ìå �éò âßäåò êáé �á ðáîéìÜäéá

ìå �á ðáîéìÜäéá. Ôï ðñüâëçìá åí�ïðßæå�áé ó�çí ÷ñÞóç �ïõ pivot ãéá �á äýï óýíïëá. ¼ìùò ìðïñïýìå

íá ðáñáêÜìøïõìå áõ�ü �ï ðñüâëçìá ùò åîÞò: ÄéáëÝãïõìå ó�çí �ý÷ç Ýíá ðáîéìÜäé, �ï ïðïßï èá

÷ñçóéìïðïéçèåß óáí pivot ãéá �ï partition �ùí âéäþí (áöïý äåí ìðïñïýìå íá óõãêñßíïõìå �éò âßäåò

ìå�áîý �ïõò, èá óõãêñßíïõìå �éò âßäåò ìå �ï ðáîéìÜäé), êáé âñßóêïõìå (óå ãñáììéêü ÷ñüíï) �çí âßäá

ðïõ �ïõ áí�éó�ïé÷åß, êáé ç ïðïßá èá ÷ñçóéìoðïéçèåß óáí pivot ãéá �ï partition �ùí ðáîéìáäéþí. Áðü

�ï partition �ùí äýï óõíüëùí ìå áõ�Ü �á pivots (óå ãñáììéêü ÷ñüíï), ðñïêýð�ïõí äýï õðïóýíïëá

ìå âßäåò êáé �á áí�ßó�ïé÷á õðïóýíïëá ìå �á ðáîéìÜäéá, ó�á ïðïßá åöáñìüæïõìå �çí ßäéá äéáäéêáóßá

áíáäñïìéêÜ. Ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò åßíáé áí�ßó�ïé÷ïò �çò Quiksort, äçëáäÞ �(n log n) ó�ç ìÝóç ðåñß-

ð�ùóç. ut
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