
Åèíéêü Ìå�óüâéï �ïëõ�å÷íåßïÓ÷ïëÞ Çëåê�ñïëüãùí Ìç÷áíéêþí êáé Ìç÷áíéêþí Õðïëïãéó�þíÔïìÝáò Ôå÷íïëïãßáò �ëçñïöïñéêÞò êáé Õðïëïãéó�þíÁëãüñéèìïé êáé �ïëõðëïêü�ç�áÄéäÜóêïí�åò: Ó. ÆÜ÷ïò, Ä. Öù�Üêçò2ç ÓåéñÜ �ñï�åéíüìåíùí ÁóêÞóåùí¢óêçóç 1: Ôï �ñüâëçìá �çò ÂéâëéïèÞêçòÓå Ýíá öïé�ç�Þ äßíå�áé Ýíá õðï÷ñåù�éêü ðñüãñáììá ìåëÝ�çò ãéá �éò åðüìåíåò T çìÝñåò. Ìå âÜóç �ïðñüãñáììá, ï öïé�ç�Þò äéáâÜæåé Ýíá ìüíï ìÜèçìá êÜèå çìÝñá. Ï óõíïëéêüò áñéèìüò �ùí ìáèçìÜ�ùíåßíáé n, n < T . Ï öïé�ç�Þò äéáâÜæåé êÜðïéá ìáèÞìá�á ãéá ðåñéóóü�åñåò áðü ìßá êáé ü÷é êá�' áíÜãêçóõíå÷üìåíåò çìÝñåò (ð.÷. 1ç ìÝñá Áëãüñéèìïé, 2ç �ëþóóåò, 3ç ÂÜóåéò, 4ç Áëãüñéèìïé, 5ç �ëþóóåò,6ç Áëãüñéèìïé, 7ç Áëãüñéèìïé, 8ç ÂÜóåéò, 9ç ÂÜóåéò, êëð.).Ç ìåëÝ�ç êÜèå ìáèÞìá�ïò áðáé�åß �ï äáíåéóìü åíüò óõãêåêñéìÝíïõ âéâëßïõ áðü �ç âéâëéïèÞêç.Ï êáíïíéóìüò äåí åðé�ñÝðåé ó�ï öïé�ç�Þ íá Ý÷åé ``÷ñåùìÝíá'' ðåñéóóü�åñá áðü k, k < n, âéâëßá�áõ�ü÷ñïíá. ÅðéðëÝïí, ï êáíïíéóìüò äåí åðé�ñÝðåé �ïí äáíåéóìü ðåñéóóü�åñùí �ïõ åíüò âéâëßïõ�çí ßäéá çìÝñá. ¸�óé êÜèå çìÝñá ðïõ ï öïé�ç�Þò ÷ñåéÜæå�áé Ýíá âéâëßï êáé äåí �ï Ý÷åé, ðñÝðåéíá ðçãáßíåé ó�ç âéâëéïèÞêç êáé íá �ï äáíåßæå�áé (ìüíï áõ�ü, äåí ìðïñåß íá äáíåéó�åß Üëëá âéâëßá�çí ßäéá çìÝñá). Áí ìÜëéó�á ï öïé�ç�Þò Ý÷åé Þäç ``÷ñåùìÝíá'' k âéâëßá, ðñÝðåé íá äéáëÝîåé ðïéïâéâëßï èá åðéó�ñÝøåé. ÊÜèå åðßóêåøç ó�ç âéâëéïèÞêç áðïóðÜ �ïí öïé�ç�Þ áðü �ç ìåëÝ�ç �ïõ. Ôïæç�ïýìåíï ëïéðüí åßíáé ç ðïëé�éêÞ åðéó�ñïöÞò âéâëßùí ðïõ åëá÷éó�ïðïéåß �ïí áñéèìü �ùí åðéóêÝøåùíó�ç âéâëéïèÞêç.Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí üóï �ï äõíá�üí ðéï áðïäï�éêü áëãüñéèìï / ðïëé�éêÞ åðéó�ñïöÞò âéâëßùí ðïõåîáóöáëßæåé �ïí åëÜ÷éó�ï áñéèìü åðéóêÝøåùí ó�ç âéâëéïèÞêç, êáé íá áðïäåßîå�å ü�é ï áëãüñéèìüòóáò ðñÜãìá�é õðïëïãßæåé �ç âÝë�éó�ç ëýóç. �ïéïò åßíáé ï ÷ñüíïò åê�Ýëåóçò �ïõ áëãïñßèìïõ óáò;Ìðïñåß�å íá óõíäÝóå�å �ï ðñüâëçìá �çò âéâëéïèÞêçò ìå êÜðïéá (óçìáí�éêÞ) ðñáê�éêÞ åöáñìïãÞ;Ëýóç. �ñüêåé�áé ãéá �ï ðñüâëçìá åðéëïãÞò �ùí óåëßäùí ðïõ äéá�çñïýí�áé ó�çí ``ãñÞãïñç'' ìíÞìçóå õðïëïãéó�Ýò ìå éåñáñ÷ßá ìíÞìçò (�ï ðñüâëçìá åßíáé ãíùó�ü ùò paging Þ 
a
he maintenan
e). ÇâÝë�éó�ç ðïëé�éêÞ åßíáé åßíáé íá åðéó�ñÝöïõìå �ï âéâëßï ðïõ èá ÷ñåéáó�ïýìå �åëåõ�áßï (áðü áõ�Üðïõ Ý÷ïõìå). Äåß�å �çí Åíü�ç�á 4.3, óåë. 164-171, ó�ï âéâëßï �ùí Kleinberg êáé Tardos. ut¢óêçóç 2: Áíåöïäéáóìüò¸íáò ïäçãüò áðïöáóßæåé íá êÜíåé Ýíá �áîßäé áðü �çí ðüëç x ó�çí ðüëç y ìå �ï áõ�ïêßíç�ü �ïõ, �ïïðïßï Ý÷åé áõ�ïíïìßá êßíçóçò ùò ðñïò �ç âåíæßíç ðïõ ìðïñåß íá áðïèçêåýóåé, k ÷éëéüìå�ñá. Ï ïäçãüòäéáèÝ�åé ÷Üñ�ç ó�ïí ïðïßï áíáöÝñïí�áé üëá �á âåíæéíÜäéêá �çò äéáäñïìÞò êáé ïé áðïó�Üóåéò ìå�áîý�ïõò, êáé åðéèõìåß íá õðïëïãßóåé Ýíá ðëÜíï áíåöïäéáóìïý ðïõ åëá÷éó�ïðïéåß �ïí óõíïëéêü áñéèìüó�Üóåùí ãéá áíåöïäéáìü (äåäïìÝíïõ âÝâáéá ü�é ìå�áîý äýï äéáäï÷éêþí áíåöïäéáóìþí äéáíýå�áéáðüó�áóç ðïõ äåí îåðåñíÜ �á k ÷éëéüìå�ñá, þó�å �ï áõ�ïêßíç�ï íá ìçí ìåßíåé ÷ùñßò âåíæßíç). Íáäéá�õðþóå�å Ýíáí üóï �ï äõíá�üí ðéï áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé Ýíá âÝë�éó�ï ðëÜíïáíåöïäéáóìïý. Íá ðñïóäéïñßóå�å �çí õðïëïãéó�éêÞ ðïëõðëïêü�ç�á êáé íá áðïäåßîå�å �çí ïñèü�ç�á�ïõ áëãïñßèìïõ óáò. Óçìåßùóç: Ìðïñåß�å íá õðïèÝóå�å ü�é äýï äéáäï÷éêÜ âåíæéíÜäéêá áðÝ÷ïõíìå�áîý �ïõò �ï ðïëý k ÷éëéüìå�ñá. 1



Ëýóç. �éá íá ëýóïõìå �ï ðñüâëçìá èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå �çí Üðëçó�ç ìÝèïäï. Ï Üðëçó�ïò áë-ãüñéèìïò åßíáé ï åîÞò: ``ÂÜæù âåíæßíç ó�ï �åëåõ�áßï âåíæéíÜäéêï ðïõ ìðïñþ íá ö�Üóù ðñéí ìïõ�åëåéþóïõí �á áðïèÝìá�á ó�ï í�åðüæé�ï''. Èá áðïäåßîïõìå ü�é áõ�üò ï áëãüñéèìïò äßíåé �ç âÝë�éó�çëýóç (ïõóéáó�éêÜ èá áðïäåßîïõìå ü�é �ï ðñüâëçìá Ý÷åé �çí éäéü�ç�á �çò Üðëçó�çò åðéëïãÞò ùò ðñïò�ï óõãêåêñéìÝíï êñé�Þñéï).Áò ïíïìÜóïõìå �ïí Üðëçó�ï áëãüñéèìï GREEDY, êáé áò ïíïìÜóïõìå OPT êÜðïéïí áëãüñéèìïðïõ õðïëïãßæåé �çí âÝë�éó�ç ëýóç. Óõìâïëßæïõìå ìå GREEDY(n) êáé OPT(n) �çí áðüó�áóç ðïõäéáíýïõìå áðü �çí áñ÷Þ �çò äéáäñïìÞò ìÝ÷ñé �ç n-ïó�Þ ó�Üóç ü�áí áêïëïõèïýìå �ïí áëãüñéèìïGREEDY êáé OPT áí�ßó�ïé÷á. Ìå åðáãùãÞ, èá äåßîïõìå ü�é 8n � 0, GREEDY(n) � OPT(n). Äåß�åü�é áõ�ü ïõóéáó�éêÜ áðï�åëåß äéá�ýðùóç �çò éäéü�ç�áò �çò Üðëçó�çò åðéëïãÞò, áöïý åîáóöáëßæåé ü�éõðÜñ÷åé ìéá âÝë�éó�ç ëýóç ðïõ óõìöùíåß ìå �éò åðéëïãÝò �ïõ Üðëçó�ïõ áëãüñéèìïõ.� Éó÷ýåé ãéá n = 0, áöïý GREEDY(0) = OPT(0) = 0.� Èá äåßîïõìå ü�é 8n � 0, áí GREEDY(n) � OPT(n), �ü�å GREEDY(n+ 1) � OPT(n+ 1).Ç âÝë�éó�ç ëýóç ðïõ áí�éó�ïé÷åß ó�ï OPT(n) åßíáé âÝâáéá åöéê�Þ, Üñá ðñÝðåé íá åîáóöáëßæåéâåíæßíç ãéá �ç ìå�Üâáóç áðü �ç ó�Üóç n ó�ç ó�Üóç n+ 1. Óõíåðþò,OPT(n+ 1)�OPT(n) � k ) OPT(n+ 1)�GREEDY(n) � k ;ëüãù �çò åðáãùãéêÞò õðüèåóçò GREEDY(n) � OPT(n). ÄçëáäÞ ï GREEDY åîáóöáëßæåé åîá-óöáëßæåé ü�é êáëýð�ïõìå �çí áðüó�áóç OPT(n + 1), êáé áíåöïäéáæüìáó�å (ãéá (n + 1)-ïó�ÞöïñÜ) åß�å ó�ï ßäéï âåíæéíÜäéêï ìå �ïí OPT åß�å óå êÜðïéï åðüìåíü �ïõ. Óå êÜèå ðåñßð�ùóç,GREEDY(n+ 1) � OPT(n+ 1).¸ó�ù �þñá ü�é ï áëãüñéèìïò OPT ëýíåé �ï ðñüâëçìá êÜíïí�áò m åíäéÜìåóåò ó�Üóåéò ãéá áíå-öïäéáóìü. Áöïý ï áëãüñéèìïò OPT åßíáé âÝë�éó�ïò, ï GREEDY êÜíåé �ïõëÜ÷éó�ïí m ó�Üóåéò. �á-ñáðÜíù áðïäåßîáìå ü�é GREEDY(m) � OPT(m). Áí ëïéðüí d åßíáé ç áðüó�áóç ìå�áîý �ùí ðüëåùíx êáé y, Ý÷ïõìå ü�é d�OPT(m) � k ) d�GREEDY(m) � k¢ñá ï GREEDY åîáóöáëßæåé ü�é Ýðåé�á áðü �ïí âÝë�éó�ï áñéèìüm ó�Üóåùí, Ý÷ïõìå áñêå�Þ âåíæßíçãéá íá ö�Üóïõìå ó�ï �Ýëïò �çò äéáäñïìÞò. ut¢óêçóç 3: ÁíåîÜñ�ç�á Óýíïëá ìå ÂÜñç¸ó�ù X = (x1; : : : ; xn) ìßá áêïëïõèßá n èå�éêþí áêåñáßùí. Ôï óýíïëï äåéê�þí I � f1; : : : ; ngïíïìÜæå�áé áíåîÜñ�ç�ï áí ãéá êÜèå æåýãïò äåéê�þí i; j 2 I , ji � jj > 1, äçëáäÞ �ï I äåí ðåñéÝ÷åéäéáäï÷éêïýò äåßê�åò. Ôï âÜñïò W (J) åíüò óõíüëïõ äåéê�þí J � f1; : : : ; ng åßíáé �ï Üèñïéóìá�ùí áí�ßó�ïé÷ùí xi, äçë. W (J) = Pi2J xi. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé ï áðïäï�éêüò õðïëïãéóìüò åíüòáíåîÜñ�ç�ïõ óõíüëïõ ìÝãéó�ïõ âÜñïõò ãéá äåäïìÝíç áêïëïõèßá X .1. ¸ó�ù ü�é ÷ñçóéìïðïéïýìå �ïí áêüëïõèï Üðëçó�ï áëãüñéèìï: áñ÷éêÜ I = ; êáé J = f1; : : : ; ng.Åíüóù J 6= ;, ðñïóèÝ�ïõìå �ïí äåßê�ç j 2 J ìå �ç ìåãáëý�åñç �éìÞ xj ó�ï I , êáé áöáéñïýìåáðü �ï J �ïõò äåßê�åò j � 1, j, êáé j + 1. Ôï áðï�Ýëåóìá åßíáé �ï óýíïëï I .(á) Âñåß�å Ýíá áðëü ðáñÜäåéãìá ãéá �ï ïðïßï ï ðáñáðÜíù Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò áðï�õã÷Üíåéíá õðïëïãßóåé �ç âÝë�éó�ç ëýóç.(â) Íá äåßîå�å ü�é �ï áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï I ðïõ õðïëïãßæå�áé áðü �ïí ðáñáðÜíù Üðëçó�ï áëãü-ñéèìï Ý÷åé âÜñïò �ïõëÜ÷éó�ïí �ï ìéóü �ïõ âÜñïõò �ïõ âÝë�éó�ïõ áíåîÜñ�ç�ïõ óõíüëïõ.2



2. Íá äåßîå�å ü�é ãéá �ïí õðïëïãéóìü åíüò áíåîÜñ�ç�ïõ óõíüëïõ ìÝãéó�ïõ âÜñïõò éó÷ýåé ç áñ÷Þ�çò âåë�éó�ü�ç�áò, êáé íá äéá�õðþóå�å áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ðïõ óõíäÝåé �ç âÝë�éó�ç ëýóç åíüòó�éãìéü�õðïõ ìå �ç âÝë�éó�ç ëýóç êá�Üëëçëá åðéëåãìÝíùí åðéìÝñïõò ó�éãìéï�ýðùí �ïõ.3. Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý ìå ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á O(n) ðïõõðïëïãßæåé Ýíá áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï ìÝãéó�ïõ âÜñïõò.Ëýóç. (1.á) �éá ïóïäÞðï�å ìéêñü " > 0, èåùñïýìå �ï óýíïëï X = f1; 1 + "; 1g, ãéá �ï ïðïßï çÜðëçó�ç ëýóç Ý÷åé âÜñïò 1 + " êáé ç âÝë�éó�ç ëýóç Ý÷åé âÜñïò 2.(1.â) Äéáéóèç�éêÜ, Ýó�ù áí�éêåßìåíï xi ðïõ ðåñéëáìâÜíå�áé ó�çí Üðëçó�ç, áëëÜ ü÷é ó�çí âÝë�éó�ç,ëýóç. Ç åðéëïãÞ �ïõ xi áðü �ïí Üðëçó�ï áëãüñéèìï ðñïêáëåß (�çí äéáãñáöÞ áðü �ï J êáé Ý�óé) �ïí``áðïêëåéóìü'' áðü �çí Üðëçó�ç ëýóç êáíåíüò Þ ðåñéóóï�Ýñùí áðü �á ``ãåé�ïíéêÜ'' �ïõ xi�1 êáé xi+1(âë. ü�é êÜðïéï(á) áðü �á xi�1 êáé xi+1 ìðïñïýí íá Ý÷ïõí Þäç äéáãñáöåß áðü �ï J ðñéí �çí åðéëïãÞ�ïõ xi). ¼ìùò êÜèå ó�ïé÷åßï ðïõ ``áðïêëåßå�áé'' åêåßíç �ç ó�éãìÞ ëüãù �ïõ xi Ý÷åé âÜñïò ìéêñü�åñï Þßóï �ïõ âÜñïõò �ïõ xi 1. ÅðïìÝíùò, �ï ``éóïæýãéï âÜñïõò'' áíÜìåóá ó�á ó�ïé÷åßá ðïõ ðåñéëáìâÜíïí�áéó�çí Üðëçó�ç ëýóç, áëëÜ ü÷é ó�çí âÝë�éó�ç ëýóç, êáé ó�á ó�ïé÷åßá ðïõ ``áðïêëåßïí�áé'' ëüãù áõ�þíåßíáé 1 ðñïò 2 Þ êáëý�åñï. Ìå áõ�üí �ïí �ñüðï, ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò åîáóöáëßæåé ü�é �ï óõíïëéêü�ïõ âÜñïò åßíáé �ïõëÜ÷éó�ïí �ï ìéóü �ïõ óõíïëéêïý âÜñïõò �ïõ âÝë�éó�ïõ áíåîÜñ�ç�ïõ óõíüëïõ.ÔõðéêÜ, Ýó�ù ü�é ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò åðéó�ñÝöåé �ï óýíïëï I = fxg1 ; : : : ; xgkg, åíþ ç âÝë�é-ó�ç ëýóç åßíáé �ï óýíïëï I 0, ðïõ ìðïñåß íá äéáöÝñåé áðü �ï I . �éá êÜèå ó�ïé÷åßï xgi ðïõ åðéëÝãå�áéáðü �ïí Üðëçó�ï áëãüñéèìï, äçìéïõñãïýìå Ýíá óýíïëï Gi ðïõ ðåñéëáìâÜíåé �á ó�ïé÷åßá ðïõ äéá-ãñÜöïí�áé áðü �ï J êá�Ü �çí åðéëïãÞ �ïõ xgi . ÄçëáäÞ åßíáé Gi = fxgi�1; xgi ; xgi+1g, áí �á xgi�1êáé xgi+1 áíÞêïõí ó�ï J êá�Ü �çí åðéëïãÞ �ïõ xgi , Gi = fxgi�1; xgig (áí�éó�. Gi = fxgi ; xgi+1g),áí ìüíï �ï xgi�1 (áí�éó�. �ï xgi+1) áíÞêåé ó�ï J êá�Ü �çí åðéëïãÞ �ïõ xgi , êáé Gi = fxgig, áíêáíÝíá áðü �á xgi�1, xgi+1 äåí áíÞêåé ó�ï J êá�Ü �çí åðéëïãÞ �ïõ xgi . Ëüãù �ïõ êñé�çñßïõ �åñ-ìá�éóìïý �ïõ Üðëçó�ïõ áëãüñéèìïõ, �á óýíïëá Gi áðï�åëïýí ìéá äéáìÝñéóç �ïõ X . ÅðéðëÝïí, �ïóõíïëéêü âÜñïò �ùí ó�ïé÷åßùí �ïõ óõíüëïõ Gi n fxgig äåí îåðåñíÜ �ï äéðëÜóéï �ïõ xgi (äçë. áíGi = fxgi�1; xgi ; xgi+1g, Ý÷ïõìå ü�é xgi�1 + xgi+1 � 2xgi , áí�ßó�ïé÷á êáé ó�éò Üëëåò ðåñéð�þóåéò).�éá êÜèå ó�ïé÷åßï xgi ðïõ åðéëÝãå�áé áðü �ïí Üðëçó�ï áëãüñéèìï, èåùñïýìå �ï óýíïëï G0i =I 0 \Gi ðïõ ðåñéëáìâÜíåé �á ó�ïé÷åßá �ïõ Gi ðïõ áíÞêïõí ó�çí âÝë�éó�ç ëýóç. �áñá�çñïýìå ü�é �ïóõíïëéêü âÜñïò W (G0i) �ùí ó�ïé÷åßùí êÜèå óõíüëïõ G0i äåí õðåñâáßíåé �ï 2xgi . ÅðéðëÝïí, åðåéäÞ�á óýíïëá Gi áðï�åëïýí ìéá äéáìÝñéóç �ïõ X , �á óýíïëá G0i áðï�åëïýí ìéá äéáìÝñéóç �çò âÝë�éó�çòëýóçò. ¸�óé Ý÷ïõìå ü�é: W (I 0) = kXi=1 W (G0i) � kXi=1 2xgi = 2W (I)(2) Ç áñ÷Þ �çò âåë�éó�ü�ç�áò éó÷ýåé ãéá�ß áí ç áêïëïõèßá xo1 ; : : : ; xok , o1 < � � � < ok, áðï�åëåßâÝë�éó�ç ëýóç ãéá �ï óýíïëï X = fx1; : : : ; xng, êÜèå õðáêïëïõèßá xo1 ; : : : ; xoj ìå oj = q áðï�åëåßâÝë�éó�ç ëýóç ãéá �ï õðïóýíïëï X 0 = fx1; : : : ; xqg.Ìå âÜóç áõ�Þ �çí ðáñá�Þñçóç, èåùñïýìå �á õðïóýíïëá Xi = fx1; : : : ; xig ðïõ áðï�åëïý-í�áé áðü �á ðñþ�á i ó�ïé÷åßá �ïõ X , ãéá êÜèå i = 0; : : : ; n. ÂÝâáéá åßíáé X0 = ; êáé Xn = X .1 Áí éó÷ýåé ü�é xi�1 > xi (áí�ßó�. ü�é xi+1 > xi), �ï xi�1 (áí�ßó�. �ï xi+1) ðñÝðåé íá Ý÷åé äéáãñáöåß áðü �ï J ó�ïðáñåëèüí, ëüãù �çò åðéëïãÞò �ïõ xi�2 (áí�ßó�. �ïõ xi+2). Äéáöïñå�éêÜ ï Üðëçó�ïò áëãüñéèìïò äåí èá åðÝëåãå �ï xi.Ó�ï xi ``÷ñåþíïõìå'' ëïéðüí �ïí ``áðïêëåéóìü'' ìüíï �ùí ó�ïé÷åßùí ðïõ äéáãñÜöïí�áé áðü �ï J �çí ó�éãìÞ ðïõ �ï xiåðéëÝãå�áé áðü �ïí Üðëçó�ï áëãüñéèìï. ÊáèÝíá áðü áõ�Ü �á ó�ïé÷åßá (�ï ðïëý 2) Ý÷åé âÜñïò ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ xi.3



¸ó�ù S(Xi) �ï óõíïëéêü âÜñïò �çò âÝë�éó�çò ëýóçò ãéá �ï õðïóýíïëï Xi. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é ãíùñß-æïõìå �á S(Xn�1) êáé S(Xn�2), êáé åó�éÜæïõìå ó�çí åðéëïãÞ �ïõ ó�ïé÷åßïõ xn ó�çí âÝë�éó�çëýóç. Ìðïñïýìå åß�å íá åðéëÝîïõìå �ï xn, áðïêëåßïí�áò áíáãêáó�éêÜ �ï xn�1, ïðü�å ``êåñäß-æïõìå'' óõíïëéêü âÜñïò S(Xn�2) + xn, åß�å íá áãíïÞóïõìå �ï xn, ïðü�å ``êåñäßæïõìå'' óõíïëéêüâÜñïò S(Xn�1). �ñïöáíþò åðéëÝãïõìå �ï êáëý�åñï áðü �á äýï! Ìå Üëëá ëüãéá, äåßîáìå ü�éS(Xn) = maxfS(Xn�1); S(Xn�2)+xng. �åíéêåýïí�áò, êá�áëÞãïõìå ü�é �ï âÝë�éó�ï óõíïëéêü âÜñïòS(Xn) õðïëïãßæå�áé áðü �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç:S(Xi) = 8><>:maxfS(Xi�1); S(Xi�2) + xig ü�áí i � 2x1 ü�áí i = 10 ü�áí i = 0(3) Ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå �ï ìÝãéó�ï âÜñïò åíüò áíåîÜñ�ç�ïõ óõíüëïõ X(Sn) êáèþò êáéÝíá áíåîÜñ�ç�ï óýíïëï ìÝãéó�ïõ âÜñïõò áðü �çí ðáñáðÜíù áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç óå ÷ñüíï �(n), ìåäõíáìéêü ðñïãñáììá�éóìü. ut¢óêçóç 4: Áëõóßäá Åó�éá�ïñßùíÙò õðåýèõíïò äéê�ýïõ ìéáò áëõóßäáò åó�éá�ïñßùí, ðñÝðåé íá åðéëÝîå�å ðïõ èá áíïßîïõí êá�áó�Þìá�áêá�Ü ìÞêïò �çò íÝáò åèíéêÞò ïäïý. ¸÷ïõí ðñïåðéëåãåß n õðïøÞöéåò èÝóåéò, êáé ãéá êÜèå õðïøÞöéáèÝóç i, i = 1; : : : ; n, Ý÷åé õðïëïãéóèåß �ï áíáìåíüìåíï êÝñäïò áðü �ï êá�Üó�çìá ó�ç èÝóç i ìå âÜóç�ï áí áíïßîïõí êá�áó�Þìá�á ó�éò ãåé�ïíéêÝò èÝóåéò. Áí äåí áíïßîåé êá�Üó�çìá óå êáìßá áðü �éòèÝóåéò i � 1 êáé i + 1, �ï áíáìåíüìåíï êÝñäïò áðü �ï êá�Üó�çìá ó�çí èÝóç i åßíáé ai, áí áíïßîåéêá�Üó�çìá óå ìßá áðü �éò èÝóåéò i� 1 êáé i+ 1, �ï áíáìåíüìåíï êÝñäïò åßíáé bi, êáé áí áíïßîïõíêá�áó�Þìá�á óå áìöü�åñåò �éò èÝóåéò i � 1 êáé i + 1, �ï áíáìåíüìåíï êÝñäïò åßíáé 
i (�á 
1 êáé
n äåí ïñßæïí�áé, êáé ãéá êÜèå èÝóç i, éó÷ýåé ü�é ai � bi � 
i � 0). Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí üóï �ïäõíá�üí ðéï áðïäï�éêü áëãüñéèìï, ðïõ ìå åßóïäï �éò �ñéÜäåò (ai; bi; 
i), i = 1; : : : ; n, åðéëÝãåé �éòèÝóåéò üðïõ èá áíïßîïõí êá�áó�Þìá�á þó�å íá ìåãéó�ïðïéçèåß �ï êÝñäïò.Ëýóç.Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå äõíáìéêü ðñïãñáììá�éóìü (áöÞíå�áé ùò Üóêçóç íá äéá�õðþóå�å êáé íááé�éïëïãÞóå�å �çí áñ÷Þ �çò âåë�éó�ü�ç�áò ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá). �éá êÜèå i = 1; : : : ; n, èåùñïýìå�ï õðïóýíïëï Ai = f1; : : : ; ig ðïõ áðï�åëåß�áé áðü �éò ðñþ�åò i èÝóåéò. Èá äéá�õðþóïõìå ìéááíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç ðïõ óõíäÝåé �ï âÝë�éó�ï êÝñäïò áðü �éò èÝóåéò ó�ï óýíïëï Ai ìå �ï âÝë�éó�ïêÝñäïò áðü �éò èÝóåéò ó�ï óýíïëï Ai�1. Ç äéáöïñÜ óå ó÷Ýóç ìå �á ðñïçãïýìåíá ðñïâëÞìá�á åßíáéü�é �ï åðéðëÝïí êÝñäïò áðü �ï êá�Üó�çìá ó�ç èÝóç i åîáñ�Ü�áé áðü �ï áí áíïßãïõí êá�áó�Þìá�áó�éò èÝóåéò i � 1 êáé i + 1. �éá áõ�ü äéáêñßíïõìå �ñåéò äéáöïñå�éêÝò ðåñéð�þóåéò óå ó÷Ýóç ìå �ïÜíïéãìá êá�áó�çìÜ�ùí ó�éò èÝóåéò i êáé i + 1, êáé õðïëïãßæïõìå äéáöïñå�éêÜ �ï âÝë�éó�ï êÝñäïòãéá êáèåìßá áðü áõ�Ýò. ÓõãêåêñéìÝíá, Ýó�ù ü�é:� P0(i) åßíáé �ï âÝë�éó�ï êÝñäïò áðü �éò èÝóåéò ó�ï óýíïëïAi äåäïìÝíïõ ü�é äåí áíïßãåé êá�Üó�çìáó�ç èÝóç i.� P1;0(i) åßíáé �ï âÝë�éó�ï êÝñäïò áðü �éò èÝóåéò ó�ï óýíïëï Ai äåäïìÝíïõ ü�é áíïßãåé êá�Üó�çìáó�ç èÝóç i êáé äåí áíïßãåé êá�Üó�çìá ó�ç èÝóç i+ 1.� P1;1(i) åßíáé �ï âÝë�éó�ï êÝñäïò áðü �éò èÝóåéò ó�ï óýíïëï Ai äåäïìÝíïõ ü�é áíïßãåé êá�Üó�çìá�üóï ó�ç èÝóç i üóï êáé ó�ç èÝóç i+ 1. 4



�éá i = 1, ðñïöáíþò Ý÷ïõìå ü�é:P0(1) = 0; P1;0(1) = a1; P1;1(1) = b1�éá i � 2, �á P0(i), P1;0(i), êáé P1;1(i) õðïëïãßæïí�áé áíáäñïìéêÜ áðü �á P0(i� 1), P1;0(i� 1),êáé P1;1(i� 1) ùò åîÞò: P0(i) = maxfP0(i� 1); P1;0(i� 1)gP1;0(i) = maxfai + P0(i� 1); bi + P1;1(i� 1)gP1;1(i) = maxfbi + P0(i� 1); 
i + P1;1(i� 1)gÔï ìÝãéó�ï êÝñäïò åßíáé maxfP0(n); P1;0(n)g. Ôï ìÝãéó�ï êÝñäïò êáé ç âÝë�éó�ç ëýóç ìðïñïýí íáõðïëïãéó�ïýí ìå äõíáìéêü ðñïãñáììá�éóìü óå ÷ñüíï �(n). ut¢óêçóç 5: Áí�éðñïóùðåßá Öïñç�þí Õðïëïãéó�þíÅðéèõìïýìå íá âåë�éó�ïðïéÞóïõìå �çí ëåé�ïõñãßá ìéáò íÝáò áí�éðñïóùðåßáò öïñç�þí õðïëïãéó�þíãéá �éò åðüìåíåò n çìÝñåò. �éá êÜèå çìÝñá i, 1 � i � n, õðÜñ÷åé (áóöáëÞò) ðñüâëåøç di �ïõáñéèìïý �ùí ðùëÞóåùí. ¼ëåò ïé ðùëÞóåéò ëáìâÜíïõí ÷þñá �ï ìåóçìÝñé, êáé üóïé öïñç�ïß õðïëï-ãéó�Ýò äåí ðùëçèïýí, áðïèçêåýïí�áé. ÕðÜñ÷åé äõíá�ü�ç�á áðïèÞêåõóçò ìÝ÷ñé S õðïëïãéó�þí, êáé�ï êüó�ïò åßíáé C ãéá êÜèå õðïëïãéó�Þ ðïõ áðïèçêåýå�áé êáé ãéá êÜèå çìÝñá áðïèÞêåõóçò. Ôïêüó�ïò ìå�áöïñÜò ãéá �çí ðñïìÞèåéá íÝùí õðïëïãéó�þí åßíáé K åõñþ, áíåîÜñ�ç�á áðü �ï ðëÞèïò�ùí õðïëïãéó�þí ðïõ ðñïìçèåõüìáó�å, êáé ïé íÝïé õðïëïãéó�Ýò öèÜíïõí ëßãï ðñéí �ï ìåóçìÝñé (Üñááí ðùëçèïýí áõèçìåñüí, äåí ÷ñåéÜæïí�áé áðïèÞêåõóç). Áñ÷éêÜ äåí õðÜñ÷ïõí êáèüëïõ õðïëïãéó�Ýòó�çí áí�éðñïóùðåßá.Ôï æç�ïýìåíï åßíáé íá ðñïóäéïñéóèïýí ïé ðáñáããåëßåò (äçë. ðüóïõò õðïëïãéó�Ýò èá ðáñáããåß-ëïõìå êáé ðü�å) þó�å íá éêáíïðïéçèïýí ïé ðñïâëåðüìåíåò ðùëÞóåéò ìå �ï åëÜ÷éó�ï äõíá�ü óõíïëéêüêüó�ïò (áðïèÞêåõóçò êáé ìå�áöïñÜò). Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ìå ÷ñüíï åê�Ýëåóçò ðïëõùíõìéêüó�ï nS ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßè-ìïõ óáò.Ëýóç. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå äõíáìéêü ðñïãñáììá�éóìü. �éá �çí áñ÷Þ �çò âåë�éó�ü�ç�áò, èåùñïýìåìéá âÝë�éó�ç áêïëïõèßá ðáñáããåëéþí (p1; : : : ; pn�1; pn) ãéá n çìÝñåò, üðïõ ìå�Ü �ï �Ýëïò �çò n-ïó�ÞòçìÝñáò äåí õðÜñ÷ïõí áäéÜèå�ïé õðïëïãéó�Ýò. Áí dn > S, �ü�å ç ìüíç �éìÞ ðïõ ìðïñåß íá ðÜñåé �ï pnóå ìéá âÝë�éó�ç ëýóç åßíáé dn (üëïé ïé õðïëïãéó�Ýò ðïõ ðùëïýí�áé �çí n-ïó�Þ çìÝñá ðáñáããÝëíïí�áé�çí ßäéá çìÝñá ìå êüó�ïòK). Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, ç õðáêïëïõèßá (p1; : : : ; pn�1) åßíáé ìéá âÝë�éó�çðïëé�éêÞ ðáñáããåëéþí ãéá �éò n � 1 ðñþ�åò çìÝñåò, üðïõ ó�ï �Ýëïò �çò (n � 1)-ïó�Þò çìÝñáò äåíõðÜñ÷ïõí áäéÜèå�ïé õðïëïãéó�Ýò. Áí dn � S, �ï pn ìðïñåß íá åßíáé åß�å dn (ü�áí K � dnC), ïðü�åéó÷ýåé ü�é êáé ðáñáðÜíù, åß�å 0 (ü�áí K > dnC), ïðü�å ç õðáêïëïõèßá (p1; : : : ; pn�1) åßíáé ìéáâÝë�éó�ç ðïëé�éêÞ ðáñáããåëéþí ãéá �éò n� 1 ðñþ�åò çìÝñåò, õðü �çí ðñïûðüèåóç ü�é ó�ï �Ýëïò �çòçìÝñáò n� 1 õðÜñ÷ïõí dn áäéÜèå�ïé õðïëïãéó�Ýò (ðïõ èá áðïèçêåõèïýí ìå êüó�ïò dnC).¸ó�ù ëïéðüí 
ost[i; s℄, 1 � i � n, 0 � s � S, �ï åëÜ÷éó�ï êüó�ïò ðáñáããåëéþí ãéá �éò ðñþ�åòi çìÝñåò, õðü �çí ðñïûðüèåóç ü�é ó�ï �Ýëïò �çò çìÝñáò i õðÜñ÷ïõí s äéáèÝóéìïé õðïëïãéó�Ýò (�ïêüó�ïò áðïèÞêåõóÞò �ïõò äåí óõìðåñéëáìâÜíå�áé ó�ï 
ost[i; s℄). Óýìöùíá ìå �á ðáñáðÜíù, �ï
ost[i; s℄ äßíå�áé áðü �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç:
ost[i; s℄ = 8><>:minf
ost[i� 1; s+ di℄ + (s+ di)C; 
ost[i� 1; 0℄ +Kg áí i � 2 êáé s+ di � S
ost[i� 1; 0℄ +K áí i � 2 êáé s+ di > SK áí i = 15



Ôï âÝë�éó�ï êüó�ïò äßíå�áé áðü �ï 
ost[n; 0℄, �ï ïðïßï õðïëïãßæå�áé áðü �çí ðáñáðÜíù åîßóùóç óå÷ñüíï O(nS). Ç áêïëïõèßá �ùí ðáñáããåëéþí ìðïñåß íá õðïëïãéóèåß ó�ïí ßäéï ÷ñüíï áíá�ñÝ÷ïí�áòó�éò åðéëïãÝò ðïõ ïäÞãçóáí ó�ïí õðïëïãéóìü �ïõ âÝë�éó�ïõ êüó�ïõò 
ost[n; 0℄. ut¢óêçóç 6: ÊïðÞ ÕöáóìÜ�ùí (DPV 6.14)Äßíå�áé Ýíá ïñèïãþíéï êïììÜ�é õöÜóìá�ïò ìå äéáó�Üóåéò X � Y , üðïõ X êáé Y èå�éêïß áêÝñáéïé,êáé ìéá ëßó�á ìå n ðñïúüí�á �á ïðïßá ìðïñïýí íá êá�áóêåõáóèïýí ìå �çí ÷ñÞóç �ïõ õöÜóìá�ïò. �éáêÜèå ðñïúüí i ãíùñßæïõìå ü�é ÷ñåéÜæå�áé Ýíá ïñèïãþíéï êïììÜ�é õöÜóìá�ïò äéáó�Üóåùí ai� bi, êáéü�é ç �åëéêÞ �éìÞ ðþëçóçò åßíáé 
i (�á ai; bi; 
i åßíáé èå�éêïß áêÝñáéïé, áí óáò äéåõêïëýíåé, ìðïñåß�åíá õðïèÝóå�å ü�é äåí õðÜñ÷ïõí ðñïúüí�á i; j ìå ai � aj , bi � bj , êáé 
i � 
j). ÊÜèå ðñïúüí ìðïñåß íáäçìéïõñãçèåß óå ïóáäÞðï�å áí�ßãñáöá (ìðïñåß êáé êáíÝíá). ¸÷ïõìå ó�ç äéÜèåóÞ ìáò ìéá ìç÷áíÞðïõ ìðïñåß íá êüøåé ïðïéïäÞðï�å ïñèïãþíéï êïììÜ�é õöÜóìá�ïò óå äýï êïììÜ�éá, åß�å ïñéæüí�éáåß�å êá�áêüñõöá (êÜèå êüøéìï áêïëïõèåß ìéá åõèåßá êÜèå�ç ðñïò �éò ðëåõñÝò �ïõ õöÜóìá�ïò êáéäåí ìðïñåß íá äéáêïðåß). Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí üóï �ï äõíá�üí ðéï áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ ðñïó-äéïñßæåé �çí âÝë�éó�ç åêìå�Üëëåõóç �ïõ õöÜóìá�ïò, äçë. õðïëïãßæåé ìéá ó�ñá�çãéêÞ êïðÞò þó�å íáìåãéó�ïðïéçèåß �ï óõíïëéêü êÝñäïò áðü �çí ðþëçóç �ùí ðñïúüí�ùí ðïõ ðñïêýð�ïõí áðü �á êïììÜ�éá�ïõ õöÜóìá�ïò. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé íá ðñïóäéïñßóå�å �çí ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á�ïõ áëãïñßèìïõ óáò.Ëýóç. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå äõíáìéêü ðñïãñáììá�éóìü. �éá �çí áñ÷Þ �çò âåë�éó�ü�ç�áò, èåùñïýìåìéá âÝë�éó�ç ëýóç ðïõ êüâåé �ï ýöáóìá ð.÷. ó�çí èÝóç k, 1 � k < X , ó�çí ïñéæüí�éá äéÜó�áóç.Ôü�å ç âÝë�éó�ç åêìå�Üëëåõóç �ïõ õöÜóìá�ïò ðñïêýð�åé áí èåùñÞóïõìå �çí âÝë�éó�ç åêìå�Üëëåõóç�ùí äýï �ìçìÜ�ùí õöÜóìá�ïò ðïõ ðñïêýð�ïõí (Ýíá ìå äéáó�Üóåéò k � Y êáé Ýíá ìå äéáó�Üóåéò(X � k)� Y ). ÌÜëéó�á ç âÝë�éó�ç åêìå�Üëëåõóç ãéá �á äýï �ìÞìá�á õðïëïãßæå�áé áíåîÜñ�ç�á.¸�óé �ï âÝë�éó�ï êÝñäïò G(x; y), 1 � x � X , 1 � y � Y , ðïõ ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå áðü ÝíáêïììÜ�é õöÜóìá�ïò ìå äéáó�Üóåéò x� y äßíå�áé áðü �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç:G(x; y) = 8>>><>>>:0 áí ãéá êÜèå i 2 [n℄, ai > x _ bi > ymax f max1�k<xfG(k; y) +G(x� k; y)g;max1�k<yfG(x; k) +G(x; k � y)g; äéáöïñå�éêÜmaxi:ai�x^bi�yf
ig gÔï âÝë�éó�ï êÝñäïò G(X;Y ) õðïëïãßæå�áé áðü �çí ðáñáðÜíù áíáäñïìéêÞ åîßóùóç óå ÷ñüíïO(X � Y � (n+X + Y )) ìå åöáñìïãÞ äõíáìéêïý ðñïãñáììá�éóìïý. ut¢óêçóç 7: Äñïìïëüãçóç ÅñãáóéþíÈåùñïýìå óýíïëï åñãáóéþí A = f1; : : : ; ng ðïõ åßíáé õðïøÞöéåò íá åê�åëåó�ïýí óå Ýíáí õðïëï-ãéó�Þ. ÊÜèå åñãáóßá j Ý÷åé ÷ñüíï åê�Ýëåóçò tj ëåð�Ü êáé ðñïèåóìßá åê�Ýëåóçò dj (èåùñïýìå ü�éïé ÷ñüíïé åê�Ýëåóçò êáé ïé ðñïèåóìßåò åßíáé èå�éêïß öõóéêïß áñéèìïß êáé ü�é tj � dj ãéá êÜèå j).Ç åê�Ýëåóç ìéáò åñãáóßáò j áðïöÝñåé êÝñäïò pj , åöüóïí ïëïêëçñùèåß åìðñüèåóìá, êáé êÝñäïò 0,äéáöïñå�éêÜ.Ï õðïëïãéó�Þò ìðïñåß íá åê�åëåß ìüíï ìßá åñãáóßá êÜèå ÷ñïíéêÞ ó�éãìÞ. Ç åê�Ýëåóç ìéáò åñ-ãáóßáò j áðáé�åß �çí äÝóìåõóç �ïõ õðïëïãéó�Þ ãéá ÷ñïíéêü äéÜó�çìá tj ëåð�þí ÷ùñßò äéáêïðÞ. ¸íáóýíïëï åñãáóéþí F � A êáëåß�áé åöéê�ü áí ïé åñãáóßåò �ïõ F ìðïñïýí íá äñïìïëïãçèïýí þó�å íáïëïêëçñùèïýí üëåò åìðñüèåóìá. 6



(á) Íá äåßîå�å ü�é ãéá êÜèå åöéê�ü óýíïëï åñãáóéþí F , ìéá ìÝèïäïò äñïìïëüãçóçò ðïõ åîáóöáëßæåéü�é üëåò ïé åñãáóßåò �ïõ F ïëïêëçñþíïí�áé åìðñüèåóìá åßíáé ç äñïìïëüãçóç �ïõò óå áýîïõóá óåéñÜðñïèåóìéþí (áãíïþí�áò �éò åñãáóßåò åê�üò F ).(b) Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí üóï �ï äõíá�üí ðéï áðïäï�éêü áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé Ýíá åöéê�üóýíïëï åñãáóéþí ìÝãéó�ïõ êÝñäïò. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé íá ðñïóäéïñßóå�å �çí ÷ñïíéêÞðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.Ëýóç. (á) Ôï æç�ïýìåíï áðïäåéêíýå�áé ìå Ýíá åðé÷åßñçìá áí�áëëáãÞò. ¸ó�ù F Ýíá åöéê�ü óýíïëïðïõ ðåñéëáìâÜíåé k åñãáóßåò. Áãíïïýìå �éò Üëëåò åñãáóßåò �ïõ A, êáé áñéèìïýìå �éò åñãáóßåò �ïõF óå áýîïõóá óåéñÜ ðñïèåóìéþí d1 � d2 � � � � � dk.¸ó�ù �0 = (i1; : : : ; ik) ìéá äñïìïëüãçóç �ùí åñãáóéþí �ïõ F üðïõ üëåò ïé åñãáóßåò ïëïêëçñþ-íïí�áé åìðñüèåóìá. Éó÷ýåé äçëáäÞ ü�é ãéá êÜèå ij 2 F , Pj̀=1 ti` � dij . Ìéá �Ý�ïéá äñïìïëüãçóçõðÜñ÷åé, ãéá�ß �ï F åßíáé åöéê�ü, áëëÜ äåí óõìöùíåß êá�' áíÜãêç ìå �çí äñïìïëüãçóç �ùí åñãáóéþí�ïõ F óå áýîïõóá óåéñÜ ðñïèåóìéþí. Ôñïðïðïéþí�áò �çí (i1; : : : ; ik) üðïõ åßíáé áðáñáß�ç�ï, èáäåßîïõìå ü�é êáé ó�çí äñïìïëüãçóç � = (1; : : : ; k) óå áýîïõóá óåéñÜ ðñïèåóìéþí, üëåò ïé åñãáóßåòïëïêëçñþíïí�áé åìðñüèåóìá.¸ó�ù p, 1 � p < k, ç ðñþ�ç èÝóç ó�çí ïðïßá ç äñïìïëüãçóç � = (1; : : : ; k) äéáöÝñåé áðü �çí�0 = (i1; : : : ; ik). ¸÷ïõìå ëïéðüí ü�é ãéá ` = 1; : : : ; p� 1, ` = i`. Ó�çí èÝóç p üìùò, ç � äñïìïëïãåß�çí åñãáóßá p, åíþ ç �0 äñïìïëïãåß �çí åñãáóßá ip > p, êáé äñïìïëïãåß �çí åñãáóßá p ó�çí èÝóçq > p (äçë. iq = p). ÅðåéäÞ ïé åñãáóßåò äñïìïëïãïýí�áé óå áýîïõóá óåéñÜ ðñïèåóìéþí ó�çí �, êáéåðåéäÞ ïé äñïìïëïãÞóåéò � êáé �0 �áõ�ßæïí�áé ó�éò ðñþ�åò p� 1 èÝóåéò �ïõò, ïé åñãáóßåò ó�éò èÝóåéòp; : : : ; q �çò �0 Ý÷ïõí ðñïèåóìßá ìåãáëý�åñç Þ ßóç �ïõ dp. ÄçëáäÞ ãéá ` = p; : : : ; q, dp � di` .Èá �ñïðïðïéÞóïõìå �çí �0, êáé èá ö�éÜîïõìå ìéá åöéê�Þ äñïìïëüãçóç ðïõ �áõ�ßæå�áé ìå �çí �ó�éò ðñþ�åò p èÝóåéò. Áöïý ç äñïìïëüãçóç �0 åßíáé åöéê�Þ, ç åñãáóßá p ïëïêëçñþíå�áé åìðñüèå-óìá, äçë. éó÷ýåé ü�éPq̀=1 ti` � dp. Áí�áëëÜóóïõìå �éò p êáé ip ó�çí äñïìïëüãçóç �0. ÄñïìïëïãïýìåäçëáäÞ �çí åñãáóßá p ó�çí èÝóç p (üðùò ó�çí �) êáé �çí åñãáóßá ip ó�çí èÝóç q. Êáé ó�ç íÝá äñï-ìïëüãçóç, ç åñãáóßá p êáé ïé åñãáóßåò ip; : : : ; iq�1 ïëïêëçñþíïí�áé ü÷é áñãü�åñá áðü �ç ÷ñïíéêÞó�éãìÞPq̀=1 ti` � dp. Áöïý ãéá êÜèå ` = p; : : : ; q, dp � di` , ç åñãáóßá p êáé ïé åñãáóßåò ip; : : : ; iq�1ïëïêëçñþíïí�áé åìðñüèåóìá. �áñá�çñïýìå áêüìç ü�é ï ÷ñüíïò ïëïêëÞñùóçò �ùí õðüëïéðùí åñ-ãáóéþí (äçë. �ùí åñãáóéþí 1; : : : ; p� 1 êáé iq+1; : : : ; ik) äåí åðçñåÜæå�áé áðü áõ�Þ �çí áí�áëëáãÞ.¢ñá êáé ó�ç íÝá äñïìïëüãçóç, üëåò ïé åñãáóßåò ïëïêëçñþíïí�áé åìðñüèåóìá.(â) �éá �ç äéá�ýðùóç �çò ëýóçò, (�áîéíïìïýìå êáé) áñéèìïýìå �éò åñãáóßåò óå áýîïõóá óåéñÜ ìå âÜóç�éò ðñïèåóìßåò �ïõò, äçë. d1 � d2 � � � � � dn. Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå äõíáìéêü ðñïãñáììá�éóìü.Áñ÷éêÜ äéá�õðþíïõìå �çí áñ÷Þ �çò âåë�éó�ü�ç�áò: áí ç áêïëïõèßá (i1; : : : ; ik), ìå i1 < � � � < ik ëüãù�ïõ (á), áðï�åëåß âÝë�éó�ç ëýóç ãéá �ï óýíïëï åñãáóéþí A = f1; : : : ; ng êáé ÷ñüíï ïëïêëÞñùóçò�çò �åëåõ�áßáò åñãáóßáò D, ç õðáêïëïõèßá (i1; : : : ; ik�1) áðï�åëåß âÝë�éó�ç ëýóç ãéá �ï õðïóýíïëïåñãáóéþí A0 = f1; : : : ; ik�1g êáé ÷ñüíï ïëïêëÞñùóçò �çò �åëåõ�áßáò åñãáóßáò minfdik�1 ;D � tkg.Èåùñïýìå ëïéðüí �á õðïóýíïëá Ai = f1; : : : ; ig ðïõ áðï�åëïýí�áé áðü �éò ðñþ�åò i åñãáóßåòó�ï óýíïëï A, ãéá êÜèå i = 0; : : : ; n (ðñïöáíþò åßíáé A0 = ; êáé An = A). ¸ó�ù P (Ai;D),0 � D � di, �ï âÝë�éó�ï êÝñäïò áðü �ï õðïóýíïëï åñãáóéþí Ai ìå ÷ñüíï ïëïêëÞñùóçò D ãéá �çí�åëåõ�áßá åñãáóßá. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é ãíùñßæïõìå �á P (An�1; dn�1) êáé P (An�1;minfdn�tn; dn�1g),êáé åó�éÜæïõìå ó�çí åñãáóßá n. Ëüãù �ïõ (á), áí ç åñãáóßán åðéëåãåß, èá åê�åëåó�åß �åëåõ�áßá.Ìðï-ñïýìå åß�å íá åðéëÝîïõìå �çí åñãáóßá n, êáé íá Ý÷ïõìå êÝñäïò pn +P (An�1;minfdn � tn; dn�1g),åß�å íá ìçí åðéëÝîïõìå �çí åñãáóßá n, êáé íá Ý÷ïõìå êÝñäïò P (An�1; dn�1). �ñïöáíþò åðéëÝãïõìå7



�ï êáëý�åñï áðü �á äýï. Ìå Üëëá ëüãéá:P (An; dn) = maxfpn + P (An�1;minfdn � tn; dn�1g); P (An�1; dn�1)g�åíéêåýïí�áò, êá�áëÞãïõìå ü�é �ï âÝë�éó�ï êÝñäïò P (An; dn) õðïëïãßæå�áé áðü �çí áíáäñïìéêÞó÷Ýóç:P (Ai;D) = 8><>:max fpi + P (Ai�1;D � ti); P (Ai�1;D)g ü�áí i � 1 êáé 1 � D � diP (Ai; di) ü�áí i � 1 êáé di < D0 ü�áí i = 0 Þ D � 0Ï ÷ñüíïò ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ âÝë�éó�ïõ êÝñäïõò P (An; dn) åßíáé �(n logn) ãéá �çí �áîéíü-ìçóç �ùí åñãáóéþí óå áýîïõóá óåéñÜ ìå âÜóç �éò ðñïèåóìßåò �ïõò, êáé �(ndn) ãéá �ïí õðïëïãéóìü(ìå äõíáìéêü ðñïãñáììá�éóìü) �ùí �éìþí �çò ðáñáðÜíù áíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò êáé �ùí åñãáóéþí ðïõåê�åëïýí�áé, äçëáäÞ �(n log n+ ndn) óõíïëéêÜ. ut¢óêçóç 8: Sponsored Sear
h Au
tionsÓå êÜèå åñþ�çìá, ìéá ìç÷áíÞ áíáæÞ�çóçò (âë. Google, Yahoo, êëð.) åðéëÝãåé k áðü Ýíá óýíïëï näéáöçìßóåùí, k < n, �éò �áîéíïìåß óå ìßá ëßó�á k èÝóåùí, �ç ìßá êÜ�ù áðü �çí Üëëç, êáé �éò åìöáíßæåéó�á äåîéÜ �ùí áðï�åëåóìÜ�ùí �çò áíáæÞ�çóçò. Ïé äéáöçìéæüìåíïé ðëçñþíïõí ãéá íá åìöáíéó�ïýíóå áõ�Ýò �éò èÝóåéò, êáé óå áõ�ü ïöåßëå�áé �ï ìåãáëý�åñï ìÝñïò �ïõ �æßñïõ �ùí ìç÷áíþí áíáæÞ�çóçò.Ç ìç÷áíÞ áíáæÞ�çóçò åðéëÝãåé ðïéåò äéáöçìßóåéò èá åìöáíéó�ïýí óå ðïéåò èÝóåéò ãíùñßæïí�áò�çí ``áîßá'' vi 2 IN êÜèå äéáöÞìéóçò i, �çí ``ðïéü�ç�Ü'' �çò qi 2 [0; 1℄, êáé �çí ``�Üóç'' 
i 2 [0; 1℄ ðïõäçìéïõñãåß ó�ïí ÷ñÞó�ç íá óõíå÷ßóåé ìå �çí åðüìåíç äéáöÞìéóç ó�ç ëßó�á.Åéäéêü�åñá, õðïèÝ�ïõìå ü�é ï ÷ñÞó�çò åîå�Üæåé �ç ëßó�á (i1; : : : ; ik) �ùí äéáöçìßóåùí óýìöùíáìå �ï ðáñáêÜ�ù ìïí�Ýëï, üðïõ ïé èÝóåéò �çò ëßó�áò áñéèìïýí�áé áðü ðÜíù ðñïò �á êÜ�ù:1. Ï ÷ñÞó�çò îåêéíÜåé åîå�Üæïí�áò �ç äéáöÞìéóç i1 ó�çí ðñþ�ç èÝóç.2. ¼�áí ï ÷ñÞó�çò åîå�Üæåé �ç äéáöÞìéóç ij ó�çí j èÝóç �çò ëßó�áò, óõíå÷ßæåé ó�ï site �ïõ äéáöçìé-æüìåíïõ (êÜíïí�áò 
li
k ó�ç äéáöÞìéóç ij) ìå ðéèáíü�ç�á qij . Óå áõ�Þ �çí ðåñßð�ùóç, ç ìç÷áíÞáíáæÞ�çóçò Ý÷åé êÝñäïò vij .3. ÁíåîÜñ�ç�á �ïõ áí Ýêáíå 
li
k ó�ç äéáöÞìéóç ij Þ ü÷é, ï ÷ñÞó�çò óõíå÷ßæåé åîå�Üæïí�áò �çäéáöÞìéóç ij+1 ó�ç èÝóç j + 1 �çò ëßó�áò ìå ðéèáíü�ç�á 
ij . Äéáöïñå�éêÜ (äçë. ìå ðéèáíü�ç�á1� 
ij ), ï ÷ñÞó�çò åãêá�áëåßðåé �çí ëßó�á.4. Óå êÜèå ðåñßð�ùóç, ï ÷ñÞó�çò åãêá�áëåßðåé �çí ëßó�á ü�áí Ý÷åé åîå�Üóåé �ç äéáöÞìéóç ik ó�çèÝóç k.Ìå âÜóç �ï ðáñáðÜíù ìïí�Ýëï, ç ìç÷áíÞ áíáæÞ�çóçò åðéëÝãåé �éò äéáöçìßóåéò êáé �ç óåéñÜ ðïõèá åìöáíéó�ïýí þó�å íá ìåãéó�ïðïéÞóåé �ï áíáìåíüìåíï êÝñäïò. �éï óõãêåêñéìÝíá, ìå âÜóç �ïðáñáðÜíù ìïí�Ýëï, ç ðéèáíü�ç�á ü�é ï ÷ñÞó�çò åîå�Üæåé �ç äéáöÞìéóç ij ó�ç èÝóç j �çò ëßó�áò,äåäïìÝíïõ ü�é ïé äéáöçìßóåéò i1; : : : ; ij�1 âñßóêïí�áé ðñéí áðü �çí ij ó�ç ëßó�á, åßíáé qij Qj�1`=1 
i` .¸�óé ç ìç÷áíÞ áíáæÞ�çóçò åðéëÝãåé �ç ëßó�á äéáöçìßóåùí (i1; : : : ; ik) ðïõ ìåãéó�ïðïéåß �çí ðïóü�ç�á:kXj=1 vijqij j�1Ỳ=1 
i` ;8



(á) Íá äåßîå�å ü�é ç âÝë�éó�ç ëýóç �áîéíïìåß �éò äéáöçìßóåéò óå öèßíïõóá óåéñÜ �ïõ ëüãïõ vq1�
 .ÄçëáäÞ ó�ç âÝë�éó�ç ëýóç Ý÷ïõìå:vi1qi11� 
i1 � vi2qi21� 
i2 � � � � � vikqik1� 
ik(â) Íá äéá�õðþóå�å áëãüñéèìï ðïõ õðïëïãßæåé �ç âÝë�éó�ç ëýóç óå ÷ñüíï O(n log n+ nk).Ëýóç. (á) Èá äåßîïõìå ü�é áí ïé äéáöçìßóåéò äåí åßíáé óå öèßíïõóá óåéñÜ ùò ðñïò vq1�
 , ìðïñïýìåíá âåë�éþóïõìå �ï óõíïëéêü êÝñäïò åíáëëÜóïí�áò �éò èÝóåéò �ïõò. �éá �çí áðüäåéîç, èá ÷ñçóéìï-ðïéÞóïõìå áðáãùãÞ óå Ü�ïðï.Áíáëõ�éêÜ, Ýó�ù ìéá âÝë�éó�ç ëýóç, ó�çí ïðïßá ïé äéáöçìßóåéò äåí åìöáíßæïí�áé óå öèßíïõóáóåéñÜ ùò ðñïò �ï vq1�
 , êáé Ýó�ù ` ï ìéêñü�åñïò äåßê�çò ãéá �ïí ïðïßï éó÷ýåé ü�évi`qi`1� 
i` < vi`+1qi`+11� 
i`+1¸ó�ù C(`) = Q`�1j=1 
ij . Áí áí�éìå�áèÝóïõìå �éò äéáöçìßóåéò i` êáé i`+1, �ï óõíïëéêü êÝñäïò ìå-�áâÜëëå�áé êá�Ü: C(`)[vi`qi` + vi`+1qi`+1
i` � vi`+1qi`+1 � vi`qi`
i`+1 ℄ == C(`)[vi`qi`(1� 
i`+1) + vi`+1qi`+1(
i` � 1)℄ ;Áöïý ç áñ÷éêÞ ëýóç åßíáé âÝë�éó�ç, �ï óõíïëéêü êÝñäïò äåí âåë�éþíå�áé áðü �çí áí�éìå�Üèåóç �ùíäéáöçìßóåùí i` êáé i`+1, äçëáäÞ éó÷ýåé ü�é:vi`qi`(1� 
i`+1) + vi`+1qi`+1(
i` � 1) � 0Êá�Ü óõíÝðåéá, Ý÷ïõìå ü�é: vi`qil1� 
i` � vi`+1qi`+11� 
i`+1 ;ðïõ Ýñ÷å�áé óå áí�ßöáóç ìå �çí áñ÷éêÞ ìáò õðüèåóç.(â) �éá �ç äéá�ýðùóç �çò ëýóçò, õðïèÝ�ïõìå ü�é Ý÷ïõìå �áîéíïìÞóåé �éò äéáöçìßóåéò óå öèßíïõóáóåéñÜ ùò ðñïò vq1�
 . Èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå äõíáìéêü ðñïãñáììá�éóìü. Áñ÷éêÜ ðáñá�çñïýìå ü�ééó÷ýåé ç áñ÷Þ �çò âåë�éó�ü�ç�áò. �ñÜãìá�é, áí ç áêïëïõèßá (i1; : : : ; ik), ìå i1 < � � � < ik ëüãù �ïõ(á), áðï�åëåß âÝë�éó�ç ëýóç ãéá �ï óýíïëï äéáöçìßóåùí A = f1; : : : ; ng êáé ëßó�á ìÞêïõò k, êÜèåõðáêïëïõèßá (ij ; : : : ; ik) áðï�åëåß âÝë�éó�ç ëýóç ãéá �ï õðïóýíïëï äéáöçìßóåùí A0 = fij ; : : : ; ngêáé ëßó�á ìÞêïõò k � j + 1.Èåùñïýìå ëïéðüí �á õðïóýíïëá Ai = fi; : : : ; ng ðïõ áðï�åëïýí�áé áðü �éò �åëåõ�áßåò n� i+ 1äéáöçìßóåéò ó�ï óýíïëï A, ãéá êÜèå i = n + 1; : : : ; 1 (ðñïöáíþò åßíáé An+1 = ; êáé A1 = A),êáé üëá �á äõíá�Ü ìÞêç ëßó�áò ` = 0; : : : ; k. ¸ó�ù G(Ai; `) �ï âÝë�éó�ï êÝñäïò áðü �ï õðïóýíïëïäéáöçìßóåùí Ai ìå ëßó�á ìÞêïõò `. ÕðïèÝ�ïõìå ü�é ãíùñßæïõìå �á G(A2; k � 1) êáé G(A2; k),êáé åó�éÜæïõìå ó�çí åðéëïãÞ �çò äéáöÞìéóçò 1. Ëüãù �ïõ (á), áí ç äéáöÞìéóç 1 åðéëåãåß ó�çëßó�á, èá åìöáíéó�åß ó�çí ðñþ�ç èÝóç. Ìðïñïýìå åß�å íá åðéëÝîïõìå �çí äéáöÞìéóç 1, êáé íáÝ÷ïõìå êÝñäïò v1q1 + 
1G(A2; k � 1), åß�å íá ìçí åðéëÝîïõìå �çí äéáöÞìéóç 1 êáé íá Ý÷ïõìåêÝñäïò G(A2; k). �ñïöáíþò åðéëÝãïõìå �ï êáëý�åñï áðü �á äýï! Ìå Üëëá ëüãéá, äåßîáìå ü�é9



G(A1; k) = maxfG(A2; k); v1q1 + 
1G(A2; k � 1)g. �åíéêåýïí�áò, êá�áëÞãïõìå ü�é �ï âÝë�éó�ïêÝñäïò G(A1; k) õðïëïãßæå�áé áðü �çí áíáäñïìéêÞ ó÷Ýóç:G(Ai; `) = (maxfG(Ai+1; `); viqi + 
iG(Ai+1; `� 1)g ü�áí i � n êáé ` > 00 ü�áí i = n+ 1 Þ ` = 0Ï ÷ñüíïò ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ïõ âÝë�éó�ïõ êÝñäïõòG(A1; k) åßíáé�(n logn) ãéá �çí �áîéíüìçóç�ùí äéáöçìßóåùí êáé �(nk) ãéá �ïí õðïëïãéóìü �ùí �éìþí �çò ðáñáðÜíù áíáäñïìéêÞò ó÷Ýóçò êáé�çò ëßó�áò äéáöçìßóåùí ìå äõíáìéêü ðñïãñáììá�éóìü, äçëáäÞ �(n log n+ nk) óõíïëéêÜ. ut

10


