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¢óêçóç 1: Âåë�ßùóç Ïäéêïý Äéê�ýïõ (DPV 4.10)

¸ó�ù ïäéêü äßê�õï G(V;E; `) ðïõ óõíäÝåé Ýíá óýíïëï ðüëåùí V . Èåùñïýìå ü�é �ï äßê�õï åßíáé

êá�åõèõíüìåíï, êáé ü�é êÜèå äñüìïò (u; v) 2 E Ý÷åé (ìç áñíç�éêü) ìÞêïò `(u; v). �ñüêåé�áé íá

êá�áóêåõáó�åß Ýíáò íÝïò äñüìïò, êáé õðÜñ÷åé ëßó�á E

0

ìå áêìÝò-ðñï�Üóåéò ãéá æåýãç ðüëåùí

�á ïðïßá ìðïñåß íá óõíäÝóåé. ÊÜèå áêìÞ-ðñü�áóç (u; v) 2 E

0

óõíïäåýå�áé áðü áí�ßó�ïé÷ï ìÞ-

êïò `

0

(u; v). Ôï æç�ïýìåíï åßíáé íá åðéëÝîïõìå �çí áêìÞ-ðñü�áóç ðïõ åðé�õã÷Üíåé �çí ìÝãéó�ç

ìåßùóç �çò áðüó�áóçò ìå�áîý äýï äåäïìÝíùí ðüëåùí s; t 2 V . Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí üóï �ï

äõíá�üí ðéï áðïäï�éêü áëãüñéèìï ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí

ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò.

Ëýóç. Ìéá ðñþ�ç éäÝá ðïõ èá ìðïñïýóáìå íá äïêéìÜóïõìå åßíáé ãéá êÜèå íÝï äñüìï (u; v), íá

êá�áóêåõÜóïõìå Ýíá íÝï äßê�õï G

0

, üðïõ ðñïóèÝ�ïõìå �çí áêìÞ (u; v) ó�ï áñ÷éêü äßê�õï G. �éá

êÜèå �Ý�ïéï äßê�õï G

0

, ìðïñïýìå íá âñïýìå �ï óõí�ïìü�åñï s� t ìïíïðÜ�é ìå �ïí áëãüñéèìï �ïõ

Dijkstra. ÔÝëïò, áñêåß íá óõãêñßíïõìå �ï óõí�ïìü�åñï s� t ìïíïðÜ�é áðü üëá �á äßê�õá G

0

ìå �ï

óõí�ïìü�åñï s�t ìïíïðÜ�é ó�ï äßê�õïG. Áõ�Þ ç ëýóç ÷ñåéÜæå�áé ÷ñüíïO(jE

0

j(jEj+jV j log jV j)).

Ï ðáñáðÜíù áëãüñéèìïò äåí åßíáé ï ðéï áðïäï�éêüò. Ç éäÝá ðïõ ÷ñåéáæüìáó�å åßíáé ü�é Ýíá

ìïíïðÜ�é �ï ïðïßï ìåéþíåé �ï êüó�ïò ðñÝðåé íá ÷ñçóéìïðïéåß áêñéâþò ìßá áðü �éò íÝåò áêìÝò

�ïõ óõíüëïõ E

0

(êáèþò ìðïñïýìå íá ``áãïñÜóïõìå'' ìüíï ìéá áêìÞ). Óõíåðþò, áñêåß ãéá êÜèå

áêìÞ (u; v), íá åîå�Üóïõìå �ï óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é ðïõ îåêéíÜ áðü �ïí êüìâï s, ðåñíÜåé áðü

�çí áêìÞ (u; v) êáé êá�áëÞãåé ó�ïí êüìâï t. �éá íá õðïëïãéó�åß áõ�ü �ï ìïíïðÜ�é, ÷ñåéáæüìáó�å

ìüíï �ï óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é áðü �ï s ó�ï u êáé �ï óõí�ïìü�åñï ìïíïðÜ�é áðü �ï v ó�ï t ó�ï

äßê�õï G. Ôï êüó�ïò èá åßíáé �ü�å dist(s; u) + `

0

(u; v) + dist(v; t).

Ìðïñïýìå íá õðïëïãßóïõìå �éò áðïó�Üóåéò ðïõ ÷ñåéáæüìáó�å ìå äýï åê�åëÝóåéò �ïõ áë-

ãïñßèìïõ �ïõ Dijkstra. Áñ÷éêÜ åê�åëïýìå �ïí Dijkstra ó�ï äßê�õï G ìå áñ÷éêÞ êïñõöÞ s, êáé

õðïëïãßæïõìå �éò áðïó�Üóåéò dist(s; w), ãéá êÜèå w 2 V . �éá íá õðïëïãßóïõìå �éò áðïó�Üóåéò

dist(w; t), w 2 V , åê�åëïýìå �ïí Dijkstra ìå áñ÷éêÞ êïñõöÞ t ó�ï äßê�õï ðïõ ðñïêýð�åé áðü �ï G

áí�éó�ñÝöïí�áò �ç öïñÜ êÜèå áêìÞò. ÔÝëïò, õðïëïãßæïõìå ãéá êÜèå áêìÞ (u; v) 2 E

0

, �ï Üèñïé-

óìá dist(s; u) + `

0

(u; v) +dist(v; t), âñßóêïõìå �ï åëÜ÷éó�ï �Ý�ïéï Üèñïéóìá, êáé �ï óõãêñßíïõìå

ìå �çí áðüó�áóç s � t ó�ï áñ÷éêü äßê�õï G. Ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ åßíáé

O(jE

0

j+ jEj+ jV j log jV j). ut

¢óêçóç 2: ÁñáéÜ �ñáöÞìá�á ìå Óýí�ïìá ÌïíïðÜ�éá (KT 4.31)

¸ó�ù ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E;w) ìå èå�éêÜ ìÞêç ó�éò áêìÝò, êáé Ýó�ù d

G

(u; v) ç

áðüó�áóç �ùí êïñõöþí u êáé v ó�ï G ìå âÜóç �á ìÞêç w. Åöáñìüæïõìå ó�ï G �çí ðáñáêÜ�ù

ðáñáëëáãÞ �ïõ áëãüñéèìïõ �ïõ Kruskal ìå ó�ü÷ï íá êá�áóêåõÜóïõìå Ýíá áñáéü óõíäå�éêü õðï-

ãñÜöçìáH(V;E

0

), E

0

� E, üðïõ ç áðüó�áóç d

H

(u; v) ðñïóåããßæåé éêáíïðïéç�éêÜ �çí áðüó�áóç

d

G

(u; v).
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Åîå�Üæïõìå äéáäï÷éêÜ �éò áêìÝò �ïõG óå áýîïõóá óåéñÜ �ïõ ìÞêïõò �ïõò (áí óáò âïçèÜåé,

ìðïñåß�å íá õðïèÝóå�å ü�é üëá �á ìÞêç �ùí áêìþí åßíáé äéáöïñå�éêÜ). Ç �ñÝ÷ïõóá áêìÞ

e = fu; vg ðñïó�ßèå�áé ó�ïH áí åß�å �ïH äåí ðåñéÝ÷åé u�v ìïíïðÜ�é åß�å �ï óõí�ïìü�åñï

u� v ìïíïðÜ�é ðïõ ðåñéÝ÷åé �ï H Ý÷åé ìÞêïò ìåãáëý�åñï áðü 3w(e).

(á) Íá äåßîå�å ü�é ãéá êÜèå æåõãÜñé êïñõöþí u; v, éó÷ýåé ü�é d

H

(u; v) � 3d

G

(u; v), üðïõ d

H

(u; v)

ç áðüó�áóç �ùí u êáé v ó�ï ãñÜöçìá H ðïõ õðïëïãßæå�áé áðü �ïí ðáñáðÜíù áëãüñéèìï.

(â) Íá äåßîå�å ü�é êÜèå áðëü ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé !(n

3=2

) áêìÝò

ðåñéÝ÷åé êýêëï ìå ìÞêïò ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ 4. Óçìåßùóç: �åíéêü�åñá, éó÷ýåé ü�é êÜèå áðëü ìç

êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá ìå n êïñõöÝò êáé !(n

1+1=k

) áêìÝò ðåñéÝ÷åé êýêëï ìå ìÞêïò ìéêñü�åñï

Þ ßóï �ïõ 2k.

(ã) Íá äåßîå�å ü�é �ï ðëÞèïò áêìþí �ïõ H åßíáé O(n

3=2

), üðïõ n �ï ðëÞèïò êïñõöþí �ïõ G.

Ëýóç. (á) ¸ó�ù e = fx; yg ìéá ïðïéáäÞðï�å áêìÞ �ïõ G. Áñ÷éêÜ ðáñá�çñïýìå ü�é d

H

(x; y) �

3w(e). �ñÜãìá�é, áí ç e áíÞêåé ó�ïí H , �ü�å d

H

(x; y) � w(e) � 3w(e). Áí ç e äåí áíÞêåé ó�ïí

H , �ü�å áðü �çí ðåñéãñáöÞ �ïõ áëãüñéèìïõ, d

H

(x; y) � 3w(e).

Áí ëïéðüí èåùñÞóïõìå Ýíá ïðïéïäÞðï�å æåýãïò êïñõöþí u; v êáé Ýíá óõí�ïìü�åñï u � v

ìïíïðÜ�é p = (u = x

0

; x

1

; : : : ; x

k�1

; x

k

= v), Ý÷ïõìå ü�é

3d

G

(u; v) =

k�1

X

i=0

3w(fx

i

; x

i+1

g) �

k�1

X

i=0

d

H

(x

i

; x

i+1

) � d

H

(u; v)

(â) ¸ó�ù Ýíá ïðïéïäÞðï�å (áðëü ìç êá�åõèõíüìåíï) ãñÜöçìá G ìå n êïñõöÝò ðïõ äåí Ý÷åé

êýêëï ìÞêïõò 3 Þ 4. ¸íá Üíù öñÜãìá ó�ïí áñéèìü �ùí áêìþí �ïõ G ðñïêýð�åé õðïëïãßæïí�áò

�ï ðëÞèïò �ùí äéáöïñå�éêþí ``êåñáóéþí'' K

1;2

(äçë. åðáãüìåíùí õðïãñáöçìÜ�ùí ìå 3 êïñõöÝò

åê �ùí ïðïßùí ïé äýï ``áêñáßåò'' óõíäÝïí�áé ìå áêìÞ ìå �çí ``êåí�ñéêÞ'' áëëÜ ü÷é ìå�áîý �ïõò) ìå

äýï äéáöïñå�éêïýò �ñüðïõò, êáé óõãêñßíïí�áò �á áðï�åëÝóìá�á.

ÊÜèå êïñõöÞ v âáèìïý d(v) áðï�åëåß �ï ``êÝí�ñï''

�

d(v)

2

�

äéáöïñå�éêþí ``êåñáóéþí''. Óõíåðþò

�ï ðëÞèïò �ùí äéáöïñå�éêþí ``êåñáóéþí'' ó�ïí G åßíáé ßóï ìå:

X

v2V

�

d(v)

2

�

Åðßóçò ðáñá�çñïýìå ü�é �ï ðëÞèïò �ùí ``êåñáóéþí'' �ïõ G äåí îåðåñíÜ �ï

�

n

2

�

(äçë. �ï ðëÞ-

èïò �ùí æåõãáñéþí êïñõöþí ðïõ ìðïñïýí íá áðï�åëÝóïõí �á ``Üêñá'' åíüò ``êåñáóéïý''). ¸�óé

êá�áëÞãïõìå ü�é:

�

n

2

�

�

X

v2V

�

d(v)

2

�

� n

�

d

2

�

;

üðïõ d = 2m=n åßíáé ï ìÝóïò âáèìüò �ïõ G, êáé ç �åëåõ�áßá áíéóü�ç�á éó÷ýåé ãéá�ß ç óõíÜñ�çóç

�

x

2

�

åßíáé êõñ�Þ ùò ðñïò x. Ëýíïí�áò ùò ðñïò d, ðñïêýð�åé ü�é d �

p

n� 1 + 1, äçë. ü�é

m �

n

p

n� 1 + n

2

(ã) Èá äåßîïõìå ü�é ïH äåí ðåñéÝ÷åé êýêëïõò ìÞêïõò 3 Þ 4, áðü �ï ïðïßï, ëüãù �ïõ (â), ðñïêýð�åé

�ï æç�ïýìåíï. Ó�ç óõíÝ÷åéá áðïêëåßïõìå �çí ýðáñîç êýêëïõ ìÞêïõò 4 ó�ïí H . Ç ýðáñîç êýêëïõ

ìÞêïõò 3 ó�ïí H áðïêëåßå�áé ìå �ïí ßäéï �ñüðï.
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¸ó�ù ü�é õðÜñ÷åé ó�ïíH êýêëïò (x; y; z; w) ìÞêïõò 4, êáé Ýó�ù e

1

= fx; yg; e

2

= fy; zg; e

3

=

fz; wg; êáé e

4

= fw; xg ïé áí�ßó�ïé÷åò áêìÝò. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, èåùñïýìå ü�éw(e

1

) �

w(e

2

) � w(e

3

) � w(e

4

), êáé åðïìÝíùò ç e

4

åîå�Üæå�áé ãéá ðñïóèÞêç ó�ïí H , áöïý Ý÷ïõí Þäç

åðéëåãåß ïé áêìÝò e

1

; e

2

; êáé e

3

. Ôçí ó�éãìÞ ðïõ ï áëãüñéèìïò åîå�Üæåé �çí e

4

, éó÷ýåé ãéá �çí

áðüó�áóç d

H

(x;w) �ùí Üêñùí �çò ó�ïí H ü�é:

d

H

(x;w) � d

H

(x; y) + d

H

(y; z) + d

H

(z; w)

� w(e

1

) + w(e

2

) +w(e

3

) � 3w(e

4

)

ÅðïìÝíùò ç áêìÞ e

4

äåí åðéëÝãå�áé áðü �ïí áëãüñéèìï, êáé ï áí�ßó�ïé÷ïò êýêëïò äåí ìðïñåß íá

ó÷çìá�éó�åß ó�ïí H . ut

¢óêçóç 3: Ìåßùóç Ìå�áöïñéêÞò Éêáíü�ç�áò (ÊÔ 7.12)

Èåùñïýìå äßê�õï ñïÞò G(V;E) ìå áñ÷éêÞ êïñõöÞ s 2 V , êá�áëçê�éêÞ êïñõöÞ t 2 V , êáé

ìïíáäéáßåò ÷ùñç�éêü�ç�åò ó�éò áêìÝò, êáé öõóéêü áñéèìü k. Ôï æç�ïýìåíï åßíáé íá âñïýìå k

áêìÝò ç äéáãñáöÞ �ùí ïðïßùí ðñïêáëåß �çí ìåãáëý�åñç äõíá�Þ ìåßùóç ó�çí ìÝãéó�ç ñïÞ ìå�áîý

�ùí êïñõöþí s êáé t. Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü áëãüñéèìï ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá. Íá

áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á �ïõ áëãïñßèìïõ óáò, êáé íá äéåñåõíÞóå�å áí ç ðñïóÝããéóç ðïõ

áêïëïõèÞóá�å ãåíéêåýå�áé ãéá áêìÝò äéáöïñå�éêÞò ÷ùñç�éêü�ç�áò.

s

t

a

b

5/7 2/2

1/1

3/5

4/4

Ó÷Þìá 1. �áñÜäåéãìá äéê�ýïõ ìå äéáöïñå�éêÝò

÷ùñç�éêü�ç�åò. Óå êÜèå áêìÞ óçìåéþíå�áé ç

ñïÞ ðïõ �çí äéá�ñÝ÷åé ó�çí ìÝãéó�ç s�t ñïÞ êáé

ç ÷ùñç�éêü�ç�Ü �çò. Ç åëÜ÷éó�ç s�t �ïìÞ åßíáé

ç (fs; a; bg; ftg) êáé óçìåéþíå�áé ìå �çí äéáêå-

êïììÝíç ãñáììÞ. �áñá�çñïýìå ü�é ç äéáãñáöÞ

�çò áêìÞò (b; t) ìåéþíåé �çí ìÝãéó�ç ñïÞ êá�Ü

4, åíþ ç äéáãñáöÞ �çò áêìÞò (s; a) ìåéþíåé �çí

ìÝãéó�ç ñïÞ êá�Ü 5.

Ëýóç. Ç ìåãáëý�åñç äõíá�Þ ìåßùóç ó�çí ìÝãéó�ç ñïÞ

ðñïêýð�åé áí äéáãñÜøïõìå ïðïéåóäÞðï�å k áêìÝò áðü

�çí åëÜ÷éó�ç s� t �ïìÞ. �ñÜãìá�é, áöïý üëåò ïé áêìÝò

åßíáé ìïíáäéáßáò ÷ùñç�éêü�ç�áò, ç äéáãñáöÞ ìéáò áêìÞò

ìåéþíåé �çí ìÝãéó�ç ñïÞ �ï ðïëý êá�Ü 1. Ç äéáãñáöÞ k

áêìþí áðü �çí åëÜ÷éó�ç �ïìÞ ìåéþíåé �çí åëÜ÷éó�ç �ïìÞ

(êáé óõíåðþò êáé �çí ìÝãéó�ç ñïÞ) êá�Ü k. Ç åëÜ÷éó�ç

�ïìÞ õðïëïãßæå�áé ð.÷. ìå �ïí áëãüñéèìï Edmonds-Karp

óå ÷ñüíï O(jV jjEj

2

).

Êáé ó�çí ãåíéêÞ ðåñßð�ùóç, üðïõ ïé áêìÝò Ý÷ïõí äéá-

öïñå�éêÝò ÷ùñç�éêü�ç�åò, äéáãñÜöïí�áò ìéá áêìÞ �çò

åëÜ÷éó�çò �ïìÞò Ý÷ïõìå ìåßùóç �çò ìÝãéó�çò ñïÞò ßóç

ìå �çí ÷ùñç�éêü�ç�á �çò áêìÞò. ¼ðùò üìùò öáßíå�áé

ó�ï Ó÷Þìá 1, áõ�ü äåí åßíáé áðáñáß�ç�á �ï êáëý�åñï

äõíá�ü. ut

¢óêçóç 4: �ñïãñáììá�éóìüò Åöçìåñéþí (ÊÔ 7.19)

¸íá íïóïêïìåßï ðïõ áðáó÷ïëåß k ãéá�ñïýò ðñïãñáììá�ßæåé �éò åöçìåñßåò �ïõò ãéá �éò åðüìåíåò

n çìÝñåò. ÊÜèå ãéá�ñüò j, 1 � j � k, Ý÷åé äçëþóåé Ýíá óýíïëï çìåñþí L

j

ó�éò ïðïßåò åßíáé

äéáèÝóéìïò ãéá åöçìåñßá, êáé ü�é ï ìÝãéó�ïò áñéèìüò åöçìåñéþí ðïõ ìðïñåß íá êÜíåé åßíáé `

j

.

ÅðéðëÝïí, ãéá êÜèå çìÝñá i, 1 � i � n, åßíáé ãíùó�üò ï áêñéâÞò áñéèìüò p

i

�ùí ãéá�ñþí ðïõ åöç-

ìåñåýïõí. �ñÝðåé ëïéðüí íá õðïëïãéóèåß Ýíá óýíïëï çìåñþí åöçìåñßáò L

0

j

� L

j

, ìå jL

0

j

j � `

j

,

ãéá êÜèå ãéá�ñü j, þó�å êÜèå çìÝñá i íá ðåñéëáìâÜíå�áé ó�á óýíïëá çìåñþí åöçìåñßáò áêñéâþò

p

i

ãéá�ñþí, Þ íá äéáðéó�ùèåß ü�é êÜ�é �Ý�ïéï äåí åßíáé åöéê�ü. Íá äéá�õðþóå�å Ýíáí áðïäï�éêü
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áëãüñéèìï ãéá áõ�ü �ï ðñüâëçìá. Íá áé�éïëïãÞóå�å �çí ïñèü�ç�á êáé �çí ðïëõðëïêü�ç�á �ïõ

áëãïñßèìïõ óáò.

Ëýóç. H ëýóç �ïõ ðñïâëÞìá�ïò áíÜãå�áé ó�çí åýñåóç ìéáò ìÝãéó�çò ñïÞò óå Ýíá êá�Üëëçëá

äéáìïñöùìÝíï äßê�õï G(V;E) ðïõ áíáðáñéó�Ü �ïõò ðåñéïñéóìïýò �ïõ ðñïâëÞìá�ïò. Ôï äßê�õï

G êá�áóêåõÜæå�áé ùò åîÞò:

1. Èåùñïýìå ìéá áñ÷éêÞ êïñõöÞ s, ìéá êá�áëçê�éêÞ êïñõöÞ t, Ýíá óýíïëï êïñõöþí V

1

ðïõ

ðåñéÝ÷åé ìéá êïñõöÞ ãéá êÜèå ãéá�ñü, êáé Ýíá óýíïëï êïñõöþí V

2

ðïõ ðåñéÝ÷åé ìéá êïñõöÞ ãéá

êÜèå çìÝñá. Ôï óýíïëï êïñõöþí �ïõ äéê�ýïõ åßíáé V = fsg[V

1

[V

2

[ftg, ìå jV j = n+k+2.

2. Ç êïñõöÞ s óõíäÝå�áé ìå áêìÞ ÷ùñç�éêü�ç�áò `

j

ìå êÜèå êïñõöÞ j 2 V

1

.

3. ÊÜèå êïñõöÞ i 2 V

2

óõíäÝå�áé ìå áêìÞ ÷ùñç�éêü�ç�áò p

i

ìå �çí êïñõöÞ t.

4. ÊÜèå êïñõöÞ j 2 V

1

óõíäÝå�áé ìå êÜèå êïñõöÞ i 2 L

j

ìå áêìÞ ìïíáäéáßáò ÷ùñç�éêü�ç�áò.

5. Êáìßá Üëëç áêìÞ äåí õðÜñ÷åé ó�ï äßê�õï. Ôï ðëÞèïò �ùí áêìþí �ïõ äéê�ýïõ åßíáé O(nk).

×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, õðïèÝ�ïõìå ü�é

P

j2[k℄

`

j

�

P

i2[n℄

p

i

(äéáöïñå�éêÜ äåí õðÜñ÷åé

åöéê�ü ðñüãñáììá åöçìåñéþí �å�ñéììÝíá). �ñïöáíþò ç ìÝãéó�ç s � t ñïÞ ó�ï äßê�õï G åßíáé

ìéêñü�åñç Þ ßóç �ïõ

P

i2[n℄

p

i

. Èá äåßîïõìå ü�é õðÜñ÷åé áðïäåê�ü ðñüãñáììá åöçìåñéþí áíí

ç ìÝãéó�ç s � t ñïÞ ó�ï äßê�õï G åßíáé ßóç ìå

P

i2[n℄

p

i

. ÓõãêåêñéìÝíá, èá äåßîïõìå ü�é êÜèå

åöéê�ü ðñüãñáììá åöçìåñéþí ìðïñåß íá ìå�á�ñáðåß óå ìéá s � t ñïÞ ìåãÝèïõò

P

i2[n℄

p

i

, êáé

áí�ßó�ñïöá.

Áñ÷éêÜ èåùñïýìå Ýíá åöéê�ü ðñüãñáììá åöçìåñéþí (L

0

1

; : : : ; L

0

k

). Óå êÜèå áêìÞ (s; j) äñï-

ìïëïãïýìå ñïÞ ßóç ìå jL

0

j

j, óå êÜèå áêìÞ (j; i) äñïìïëïãïýìå ìéá ìïíÜäá ñïÞò áí i 2 L

0

j

, êáé

ìçäåíéêÞ ñïÞ äéáöïñå�éêÜ, êáé óå êÜèå áêìÞ (i; t) äñïìïëïãïýìå ñïÞ jfj : i 2 L

0

j

gj. Åî' ïñé-

óìïý, ç ñïÞ äéá�çñåß�áé óå êÜèå åíäéÜìåóï êüìâï. ÅðéðëÝïí, áöïý �ï ðñüãñáììá åöçìåñéþí

(L

0

1

; : : : ; L

0

k

) åßíáé åöéê�ü, ðñÝðåé jL

0

j

j � `

j

êáé jfj : i 2 L

0

j

gj = p

i

. ¢ñá Ý÷ïõìå ìéá åöéê�Þ (êáé

Üñá ìÝãéó�ç) s� t ñïÞ ìåãÝèïõò

P

i2[n℄

p

i

.

Áí�ßó�ñïöá, èåùñïýìå ìéá áêÝñáéá s� t ñïÞ ìåãÝèïõò

P

i2[n℄

p

i

(áðü �ïí áëãüñéèìï Ford-

Fulkerson, ãíùñßæïõìå ü�é êÜèå äßê�õï ìå áêÝñáéåò ÷ùñç�éêü�ç�åò Ý÷åé ìéá áêÝñáéá ìÝãéó�ç ñïÞ).

¢ñá ç ñïÞ óå êÜèå áêìÞ (j; i), j 2 V

1

, i 2 V

2

, åßíáé åß�å 1 åß�å 0. ÁíáèÝ�ïõìå óå Ýíáí ãéá�ñü j

íá åöçìåñåýåé �çí çìÝñá i áíí ç ñïÞ ó�çí áêìÞ (j; i) åßíáé 1. Ôï ãåãïíüò ü�é �ï óõãêåêñéìÝíï

ðñüãñáììá åöçìåñéþí åßíáé åöéê�ü ðñïêýð�åé åýêïëá áðü �éò éäéü�ç�åò êáé �ï ìÝãåèïò �çò ñïÞò.

Ç ÷ñïíéêÞ ðïëõðëïêü�ç�á åßíáé áõ�Þ ðïõ ÷ñåéÜæå�áé ãéá íá ëýóïõìå �ï ðñüâëçìá �çò ìÝãéó�çò

ñïÞò óå Ýíá äßê�õï ìå �(n+ k) êïñõöÝò, O(nk) áêìÝò, êáé ÷ùñç�éêü�ç�åò O(n+ k). ut

¢óêçóç 5: ÁíáãùãÝò êáé NP-�ëçñü�ç�á

Íá äåßîå�å ü�é �á ðáñáêÜ�ù ðñïâëÞìá�á åßíáé NP-�ëÞñç:

Óõíäå�éêü ÄÝí�ñï ìå ÅëÜ÷éó�ï Áñéèìü Öýëëùí (Min Leaf Spanning Tree)

Åßóïäïò : Ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E) êáé öõóéêüò áñéèìüò k, 2 � k < jV j.

Åñþ�çóç : ¸÷åé �ï G óõíäå�éêü äÝí�ñï ìå k Þ ëéãü�åñá öýëëá (äçë. êïñõöÝò âáèìïý 1);

Êõñßáñ÷ï Óýíïëï (Dominating Set)

Åßóïäïò : Ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E) êáé öõóéêüò áñéèìüò k, 1 � k � jV j.

Åñþ�çóç : ¸÷åé �ï G êõñßáñ÷ï óýíïëï D � V ìå jDj � k; ¸íá óýíïëï êïñõöþí D � V

áðï�åëåß êõñßáñ÷ï óýíïëï ãéá Ýíá ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E) áí êÜèå êïñõöÞ

v 2 V åß�å áíÞêåé ó�ï D åß�å óõíäÝå�áé ìå êÜðïéá êïñõöÞ �ïõ D.
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ÄÝí�ñï Steiner (Steiner Tree)

Åßóïäïò : �ëÞñåò ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìáG(V;E) ìå ìÞêç ` : E 7! IN ó�éò áêìÝò, õðïóý-

íïëï êïñõöþíC � V , êáé öõóéêüò áñéèìüòB. Ôá ìÞêç �ùí áêìþí éêáíïðïéïýí �çí �ñéãùíéêÞ

áíéóü�ç�á, äçë. ãéá êÜèå x; y; z 2 V , `(x; y) � `(x; z) + `(z; y).

Åñþ�çóç : ÕðÜñ÷åé óõíåê�éêü õðïãñÜöçìá �ïõ G ðïõ ðåñéëáìâÜíåé üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ C

(êáé åíäå÷ïìÝíùò êÜðïéåò êïñõöÝò �ïõ V n C) ìå óõíïëéêü ìÞêïò ðïõ äåí îåðåñíÜ �ï B;

Óçìåßùóç : Ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ü�é �ï æç�ïýìåíï õðïãñÜöçìá åßíáé äÝí�ñï. ¸íá �Ý�ïéï

äÝí�ñï ïíïìÜæå�áé äÝí�ñï Steiner ãéá �ï C . Ôï ðñüâëçìá åßíáé äéáöïñå�éêü áðü �ïí õðïëïãé-

óìü åíüò ÅëÜ÷éó�ïõ Óõíäå�éêïý ÄÝí�ñïõ, áöïý �ï âÝë�éó�ï äÝí�ñï Steiner äåí ðåñéëáìâÜíåé

êá�' áíÜãêç üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ V , áëëÜ ìðïñåß íá åêìå�áëëåõèåß �çí ýðáñîç êÜðïéùí

êïñõöþí �ïõ V nC ãéá íá åðé�ý÷åé ìéêñü�åñï óõíïëéêü ìÞêïò óå ó÷Ýóç ìå �ï óõíïëéêü ìÞêïò

åíüò ÅëÜ÷éó�ïõ Óõíäå�éêïý ÄÝí�ñïõ ó�ï åðáãüìåíï õðïãñÜöçìá ðïõ ïñßæå�áé áðü �ï C .

×ùñïèÝ�çóç Õðçñåóéþí (Faility Loation)

Åßóïäïò : �ëÞñåò ìç êá�åõèõíüìåíï ãñÜöçìá G(V;E) ìå áðïó�Üóåéò ` : E 7! IN ó�éò áêìÝò

êáé êüó�ç f : V 7! IN ó�éò êïñõöÝò, êáé öõóéêüò áñéèìüò B. Ïé áðïó�Üóåéò éêáíïðïéïýí �çí

�ñéãùíéêÞ áíéóü�ç�á, äçë. ãéá êÜèå x; y; z 2 V , `(x; y) � `(x; z) + `(z; y).

Åñþ�çóç : ÕðÜñ÷åé óýíïëï êïñõöþí C � V ãéá �ï ïðïßï �ï óõíïëéêü êüó�ïò �ùí êïñõöþí

�ïõ C êáé ç óõíïëéêÞ áðüó�áóç êÜèå êïñõöÞò �ïõ V nC áðü �çí ðëçóéÝó�åñç êïñõöÞ ó�ï C

äåí îåðåñíÜ �ï B; �ñÝðåé äçëáäÞ íá äéáðéó�þóïõìå áí õðÜñ÷åé C � V ìå óõíïëéêü êüó�ïò

X

v2C

f(v) +

X

u2V nC

min

v2C

f`(u; v)g � B (1)

Óçìåßùóç : Ç áí�éó�ïé÷ßá ìå �ï ðñüâëçìá ÷ùñïèÝ�çóçò õðçñåóéþí ðñïêýð�åé áí èåùñÞóïõìå

ü�é óå êÜèå êïñõöÞ u 2 V õðÜñ÷åé Ýíáò ðåëÜ�çò ðïõ ðñÝðåé íá óõíäåèåß ó�çí ðëçóéÝ-

ó�åñç èÝóç üðïõ ðáñÝ÷å�áé ìéá õðçñåóßá. Ïé áðïó�Üóåéò áí�éó�ïé÷ïýí ó�á êüó�ç óýíäåóçò

�ùí ðåëá�þí. Ôï êüó�ïò f(v) áí�éó�ïé÷åß ó�ï êüó�ïò åãêá�Üó�áóçò �çò õðçñåóßáò ó�ç èÝóç

v. ÅðéëÝãïí�áò íá åãêá�áó�Þóïõìå �çí õðçñåóßá ó�éò êïñõöÝò �ïõ C , Ý÷ïõìå óõíïëéêü êü-

ó�ïò åãêá�Üó�áóçò

P

v2C

f(v), êáé êüó�ïò óýíäåóçò ãéá êÜèå êïñõöÞ u 2 V n C ßóï ìå

min

v2C

f`(u; v)g (êÜèå ðåëÜ�çò óõíäÝå�áé ó�çí ðëçóéÝó�åñç èÝóç, �ï êüó�ïò óýíäåóçò ãéá

�ïõò ðåëÜ�åò ó�ï C åßíáé ìçäåíéêü). Ôï óõíïëéêü êüó�ïò �ïõ C äßíå�áé áðü �çí (1).

Õðüäåéîç: �éá �ï äåý�åñï êáé �ï �ñß�ï ðñüâëçìá, ìðïñåß�å íá äïêéìÜóå�å áíáãùãÝò áðü �ï

ÊÜëõììá Êïñõöþí (Vertex Cover). �éá �ï �Ý�áñ�ï ðñüâëçìá, ìðïñåß�å íá äïêéìÜóå�å áíáãùãÞ

áðü �ï Êõñßáñ÷ï Óýíïëï (Dominating Set).

Ëýóç. ¼ëá �á ðñïâëÞìá�á áíÞêïõí ó�ï NP, áöïý ïé õðïøÞöéåò ëýóåéò �ïõò ìðïñïýí íá åëåã-

÷èïýí óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. Ó�ç óõíÝ÷åéá ðáñïõóéÜæïõìå áíáãùãÝò áðü ãíùó�Ü NP ðëÞñç

ðñïâëÞìá�á, áðïäåéêíýïí�áò ü�é �á óõãêåêñéìÝíá ðñïâëÞìá�á åßíáé NP-ðëÞñç.

ÁíáãùãÞ áðü �ï ðñüâëçìá �ïõ Êýêëïõ Hamilton ó�ï ðñüâëçìá �ïõ Óõíäå�éêïý ÄÝí�ñïõ ìå ÅëÜ÷é-

ó�ï Áñéèìü Öýëëùí. ¸ó�ù ãñÜöçìá G(V;E) ó�ï ïðïßï åëÝã÷ïõìå �çí ýðáñîç êýêëïõ Hamilton.

Êá�áóêåõÜæïõìå ãñÜöçìá G

0

áðü �ï G ùò åîÞò: Èåùñïýìå ìéá (áõèáßñå�á åðéëåãìÝíç) êïñõöÞ

u 2 V , ðñïóèÝ�ïõìå Ýíá ``áí�ßãñáöï'' u

0

�çò u, êáé óõíäÝïõìå �çí u

0

ìå üëïõò �ïõò ãåß�ïíåò �çò

u ó�ï G (êáé ìüíï ìå áõ�ïýò). ÅðéðëÝïí, ðñïóèÝ�ïõìå êïñõöÞ w, ðïõ óõíäÝå�áé ìüíï ìå �çí u,

êáé êïñõöÞ z, ðïõ óõíäÝå�áé ìüíï ìå �çí u

0

(âë. Ó÷Þìá 2). ÈÝ�ïõìå áêüìç k = 2. �ñïöáíþò �ï

G

0

ìðïñåß íá êá�áóêåõáó�åß áðü �ï G óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï.
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G

u

. 
. 

. 

G´

u

. . . 

u´ z

w

Ó÷Þìá 2. Ó÷çìá�éêÞ áíáðáñÜó�áóç �çò áíáãùãÞò áðü �ï ðñüâëçìá �ïõ êýêëïõ Hamilton ó�ï ðñüâëçìá �ïõ �ïõ

Óõíäå�éêïý ÄÝí�ñïõ ìå ÅëÜ÷éó�ï Áñéèìü Öýëëùí.

G

u v

e

u v

e

ze

G´

Ó÷Þìá 3.¸íá ðáñÜäåéãìá ãéá �çí áíáãùãÞ áðü �ï ðñüâëçìá �ïõ Êáëýììá�ïò Êïñõöþí ó�ï ðñüâëçìá �ïõ Êõñßáñ÷ïõ

Óõíüëïõ. Ïé áêìÝò êáé êïñõöÝò ðïõ ðñïó�ßèåí�áé ó�ï G

0

óçìåéþíïí�áé ãêñßæåò.

Èá äåßîïõìå ü�é �ï G

0

Ý÷åé óõíäå�éêü äÝí�ñï ìå (�ï ðïëý) 2 öýëëá áíí �ï G Ý÷åé êýêëï

Hamilton. ¸ó�ù ü�é �ï G Ý÷åé êýêëï Hamilton u� p� u, üðïõ p ìïíïðÜ�é ðïõ ðåñéÝ÷åé üëåò �éò

êïñõöÝò �ïõ G åê�üò �çò u. Ôü�å �ï G

0

ðåñéÝ÷åé �ï ìïíïðÜ�é w�u�p�u

0

�z, �ï ïðïßï áðï�åëåß

Ýíá óõíäå�éêü äÝí�ñï �ïõ G

0

ìå 2 öýëëá.

Áí�ßó�ñïöá, Ýó�ù ü�é �ï G

0

Ý÷åé óõíäå�éêü äÝí�ñï ìå (�ï ðïëý) 2 öýëëá. Êá�´ áíÜãêç, áõ�ü

èá åßíáé Ýíá ìïíïðÜ�é ðïõ ðåñéÝ÷åé üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ G

0

êáé Ý÷åé Üêñá �éò êïñõöÝò w êáé z.

Óõíåðþò �ï ãñÜöçìá G

0

ðåñéÝ÷åé ìïíïðÜ�é w � u � p � u

0

� z, üðïõ p ìïíïðÜ�é ðïõ ðåñéÝ÷åé

üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ G

0

åê�üò �ùí u; u

0

; w; z. Ôü�å ï êýêëïò u� p� u áðï�åëåß êýêëï Hamilton

ãéá �ï ãñÜöçìá G.

�áñá�Þñçóç: Ó�ï ðñüâëçìá �ïõ Ìïíïðá�éïý Hamilton, äßíå�áé Ýíá ãñÜöçìá G, êáé åëÝã÷ïõìå

áí õðÜñ÷åé (áðëü) ìïíïðÜ�é ðïõ äéÝñ÷å�áé áðü üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ G. Ç ðáñáðÜíù êá�áóêåõÞ

ïõóéáó�éêÜ áðï�åëåß ìéá áíáãùãÞ áðü �ï ðñüâëçìá �ïõ Êýêëïõ Hamilton ó�ï ðñüâëçìá �ïõ

Ìïíïðá�éïý Hamilton. ¸�óé áðïäåéêíýïõìå ü�é �ï ðñüâëçìá �ïõ Ìïíïðá�éïý Hamilton åßíáé

NP-ðëÞñåò. Ôï ðñüâëçìá �ïõ Óõíäå�éêïý ÄÝí�ñïõ ìå ÅëÜ÷éó�ï Áñéèìü Öýëëùí ïõóéáó�éêÜ

áðï�åëåß ãåíßêåõóç �ïõ Ìïíïðá�éïý Hamilton, êáé óõíåðþò åßíáé êáé áõ�ü NP-ðëÞñåò. ut

ÁíáãùãÞ �ïõ Êáëýììá�ïò Êïñõöþí ó�ï Êõñßáñ÷ï Óýíïëï. ¸ó�ù ãñÜöçìá G = (V;E) ó�ï ïðïßï

åëÝã÷ïõìå áí õðÜñ÷åé êÜëõììá êïñõöþí C ìå jCj � k. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, èåùñïýìå

ü�é �ï ãñÜöçìá G åßíáé óõíåê�éêü (ùò Üóêçóç, íá áé�éïëïãÞóå�å áõ�ü �ï óçìåßï).

Êá�áóêåõÜæïõìå ãñÜöçìá G

0

þó�å êÜèå êõñßáñ÷ï óýíïëï �ïõ G

0

íá áí�éó�ïé÷åß óå Ýíá

êÜëõììá êïñõöþí �ïõ G, êáé áí�ßó�ñïöá. Ôï G

0

ðñïêýð�åé áðü �ï G ðñïóèÝ�ïí�áò Ýíá ``ðáñÜë-

ëçëï'' ìïíïðÜ�é ìÞêïõò 2 ãéá êÜèå áêìÞ �ïõ G. Åéäéêü�åñá, �ï G

0

ðåñéÝ÷åé üëåò �éò êïñõöÝò êáé

�éò áêìÝò �ïõ G. ÅðéðëÝïí, ãéá êÜèå áêìÞ e = fu; vg 2 E, �ï G

0

ðåñéÝ÷åé ìéá åðéðëÝïí êïñõöÞ

z

e

êáé äýï åðéðëÝïí áêìÝò fu; z

e

g êáé fz

e

; vg ðïõ óõíäÝïõí �éò u êáé v ìå ìïíïðÜ�é ìÞêïõò 2

ìÝóù �çò z

e

(âë. Ó÷Þìá 3). �ñïöáíþò �ï G

0

ìðïñåß íá êá�áóêåõáó�åß áðü �ï G óå ðïëõùíõìéêü

÷ñüíï.
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G

u2

e1

u1

u3 u4

e2

e3

u1

u2

u3

u4

ze1

ze2

ze3

G´

Ó÷Þìá 4. ¸íá ðáñÜäåéãìá ãéá �çí áíáãùãÞ áðü �ï ðñüâëçìá �ïõ Êáëýììá�ïò Êïñõöþí ó�ï ðñüâëçìá �ïõ ÄÝí�ñïõ

Steiner. Áðü �éò áêìÝò �ïõ (ðëÞñïõò) ãñáöÞìá�ïò G

0

åìöáíßæïí�áé ìüíï áõ�Ýò ìå ìÞêïò 1. Áðü �éò áêìÝò �ïõ G

0

ðïõ

äåí åìöáíßæïí�áé, ç áêìÞ fe

1

; e

3

g Ý÷åé ìÞêïò 3, êáé üëåò ïé õðüëïéðåò Ý÷ïõí ìÞêïò 2.

Èá äåßîïõìå ü�é �ï ãñÜöçìá G Ý÷åé êÜëõììá êïñõöþí C ìå jCj � k áíí �ï ãñÜöçìá G

0

Ý÷åé êõñßáñ÷ï óýíïëï D ìå jDj � k. �ñÜãìá�é, êÜèå êÜëõììá êïñõöþí C �ïõ G áðï�åëåß

êõñßáñ÷ï óýíïëï ãéá �ï G

0

ãéá�ß: (á) êÜèå êïñõöÞ u 2 V , åß�å áíÞêåé ó�ï C åß�å (åöüóïí äåí

åßíáé áðïìïíùìÝíç) óõíäÝå�áé ìå êïñõöÞ �ïõ C (ó�ï G, êáé Üñá ó�ï G

0

), êáé (â) êÜèå êïñõöÞ

z

e

óõíäÝå�áé ìå êÜðïéá êïñõöÞ �ïõ C ó�ï G

0

(áöïý ç áí�ßó�ïé÷ç áêìÞ e ``êáëýð�å�áé'' áðü �ï C

ó�ï G).

Áí�ßó�ñïöá, Ýó�ù D Ýíá êõñßáñ÷ï óýíïëï ó�ï G

0

. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò, õðïèÝ�ïõìå

ü�é D � V (äéáöïñå�éêÜ, êÜèå z

e

2 D, üðïõ e = fu; vg, ``êõñéáñ÷åß'' ìüíï ó�éò z

e

; u; v, Ý�óé

ìðïñïýìå íá áí�éêá�áó�Þóïõìå �çí z

e

ìå ìßá áðü �éò u; v ó�ï D). ÊÜèå êïñõöÞ z

e

óõíäÝå�áé ìå

êÜðïéá êïñõöÞ �ïõ D ó�ï G

0

. ÅðïìÝíùò êÜèå áêìÞ e 2 E �ïõ G Ý÷åé �ïõëÜ÷éó�ïí Ýíá Üêñï �çò

ó�ï D. ¢ñá �ï D áðï�åëåß Ýíá êÜëõììá êïñõöþí �ïõ G. ut

ÁíáãùãÞ �ïõ Êáëýììá�ïò Êïñõöþí ó�ï ÄÝí�ñï Steiner. ¸ó�ù ãñÜöçìá G = (V;E) ó�ï ïðïßï

åëÝã÷ïõìå áí õðÜñ÷åé êÜëõììá êïñõöþí C ìå jCj � k. Äçìéïõñãïýìå Ýíá ðëÞñåò ãñÜöçìá G

0

ìå jV j+ jEj êïñõöÝò, ìßá êïñõöÞ u ãéá êÜèå u 2 V , êáé ìéá êïñõöÞ z

e

ãéá êÜèå e 2 E.

Ó�ï G

0

, ìÞêïò 1 Ý÷ïõí ïé áêìÝò ðïõ óõíäÝïõí åß�å êïñõöÝò u; v ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå êïñõöÝò

�ïõ G, åß�å ìéá êïñõöÞ z

e

, ðïõ áí�éó�ïé÷åß óå áêìÞ e = fu; vg �ïõ G, ìå �á Üêñá �çò u êáé

v. Ôá ìÞêïò �ùí õðüëïéðùí áêìþí �ïõ G

0

êáèïñßæå�áé áðü �éò áðïó�Üóåéò �ùí Üêñùí �ïõò ó�ï

õðïãñÜöçìá �ïõ G

0

ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ìüíï �éò áêìÝò ìÞêïõò 1 (âë. Ó÷Þìá 4). ¸�óé:

� ÌÞêïò 2 Ý÷ïõí ïé áêìÝò �ïõ G

0

ðïõ óõíäÝïõí åß�å äýï êïñõöÝò z

e

êáé z

e

0

ãéá �éò ïðïßåò ïé

áí�ßó�ïé÷åò áêìÝò e êáé e

0

Ý÷ïõí êïéíü Üêñï ó�ï G, åß�å äýï êïñõöÝò u êáé z

e

ðïõ ç ìéá

áí�éó�ïé÷åß óå êïñõöÞ êáé ç Üëëç óå áêìÞ �ïõ G .

� ÌÞêïò 3 Ý÷ïõí ïé áêìÝò �ïõ G

0

ðïõ óõíäÝïõí äýï êïñõöÝò z

e

êáé z

e

0

ãéá �éò ïðïßåò ïé

áí�ßó�ïé÷åò áêìÝò e êáé e

0

äåí Ý÷ïõí êïéíü Üêñï ó�ï G.

Åî' ïñéóìïý, �á ìÞêç �ùí áêìþí éêáíïðïéïýí �çí �ñéãùíéêÞ áíéóü�ç�á. ÈÝ�ïõìå áêüìç B =

k + jEj � 1. Ó�ï ó�éãìéü�õðï �ïõ ÄÝí�ñïõ Steiner åëÝã÷ïõìå áí õðÜñ÷åé óõíåê�éêü õðïãñÜöçìá

�ïõ G

0

ðïõ ðåñéëáìâÜíåé �éò êïñõöÝò �ïõ óõíüëïõ Z = fz

e

: e 2 Eg, äçë. üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ

G

0

ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå áêìÝò �ïõ G, êáé Ý÷åé óõíïëéêü ìÞêïò ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ B.

Ç êá�áóêåõÞ �ïõ G

0

áðü �ï G êáé ï õðïëïãéóìüò �ïõ ìÞêïõò �ùí áêìþí ìðïñïýí íá ãßíïõí

óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. Èá äåßîïõìå ü�é �ï G Ý÷åé êÜëõììá êïñõöþí C ìå jCj � k áíí ó�ï G

0

õðÜñ÷åé äÝí�ñï Steiner ðïõ êáëýð�åé �éò êïñõöÝò �ïõ Z êáé Ý÷åé óõíïëéêü ìÞêïò ìéêñü�åñï Þ ßóï

�ïõ k + jEj � 1.
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¸ó�ù êÜëõììá êïñõöþí C �ïõ G ìå jCj � k. Èåùñïýìå �ï õðïãñÜöçìá �ïõ G

0

ðïõ ðåñé-

ëáìâÜíåé �éò êïñõöÝò �ïõ C , k�1 áêìÝò ìÞêïõò 1 ðïõ �éò óõíäÝïõí ìå�áîý �ïõò, �éò êïñõöÝò �ïõ

Z , êáé ãéá êÜèå êïñõöÞ z

e

2 Z , �çí áêìÞ ìÞêïõò 1 ðïõ óõíäÝåé �çí z

e

ìå �ï Üêñï �çò ðïõ áíÞêåé

ó�ï C (áí êáé �á äýï Üêñá �çò e áíÞêïõí ó�ï C , óõíäÝïõìå �çí z

e

ìå Ýíá áðü �á äýï Üêñá).

Ôï õðïãñÜöçìá áõ�ü åßíáé óõíåê�éêü ãéá�ß �ï C ``êáëýð�åé'' üëåò �éò áêìÝò �ïõ G, ðåñéëáìâÜíåé

üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ Z , êáé Ý÷åé óõíïëéêü âÜñïò k + jEj � 1.

�éá �ï áí�ßó�ñïöï, èåùñïýìå óõíäå�éêü õðïãñÜöçìá T �ïõ G

0

ðïõ ðåñéëáìâÜíåé üëåò �éò

êïñõöÝò �ïõ Z êáé Ý÷åé óõíïëéêü ìÞêïò ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ k+ jEj � 1. Ôï óçìáí�éêü åßíáé ðùò

ìðïñïýìå íá èåùñÞóïõìå ü�é �ï T åßíáé äÝí�ñï êáé ðåñéëáìâÜíåé ìüíï áêìÝò �ïõ G

0

ìå ìÞêïò

1. Áí äåí éó÷ýåé áõ�ü, ìðïñïýìå íá ìå�á�ñÝøïõìå �ï T óå Ýíá äÝí�ñï T

0

ðïõ ðåñéëáìâÜíåé üëåò

�éò êïñõöÝò �ïõ Z , Ý÷åé ìüíï áêìÝò ìÞêïõò 1, êáé óõíïëéêü ìÞêïò ìéêñü�åñï Þ ßóï áðü áõ�ü �ïõ

T . Ç ìå�á�ñïðÞ ìðïñåß íá ãßíåé ùò åîÞò:

� Áí �ï T ðåñéëáìâÜíåé áêìÞ fz

e

; z

e

0

g ìÞêïõò 3, üðïõ e = fu; vg êáé e

0

= fu

0

; v

0

g áêìÝò ó�ï

G, �çí áí�éêáèéó�ïýìå ìå �éò áêìÝò fz

e

; ug, fu; u

0

g, êáé fu

0

; z

e

0

g, üëåò ìÞêïõò 1.

� Áí �ï T ðåñéëáìâÜíåé áêìÞ ìÞêïõò 2, áõ�Þ:

� Åß�å èá åßíáé �çò ìïñöÞò fz

e

; z

e

0

g, üðïõ ïé áí�ßó�ïé÷åò áêìÝò e = fu; vg êáé e

0

= fu; v

0

g

Ý÷ïõí êïéíü Üêñï ó�ï G (åäþ �ï u). Ôü�å áí�éêáèéó�ïýìå �çí áêìÞ fz

e

; z

e

0

g ìå �éò áêìÝò

fz

e

; ug êáé fu; z

e

0

g, áìöü�åñåò ìÞêïõò 1.

� Åß�å èá åßíáé �çò ìïñöÞò fz

e

; wg, üðïõ e = fu; vg áêìÞ êáé w êïñõöÞ �ïõ G. Ôü�å

áí�éêáèéó�ïýìå �çí áêìÞ fz

e

; wg ìå �éò áêìÝò fz

e

; ug êáé fu;wg, áìöü�åñåò ìÞêïõò 1.

Áí �ï ãñÜöçìá ðïõ ðñïêýð�åé äåí åßíáé äÝí�ñï, ìðïñïýìå íá �ï ìå�á�ñÝøïõìå óå äÝí�ñï ÷ùñßò

íá áõîÞóïõìå �ï âÜñïò �ïõ.

Åó�éÜæïõìå ëïéðüí ó�çí ðåñßð�ùóç ðïõ �ï T ðåñéëáìâÜíåé ìüíï áêìÝò ìÞêïõò 1. Áöïý �ï

óõíïëéêü ìÞêïò �ïõ T åßíáé ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ k+ jEj � 1, �ï T ðåñéëáìâÜíåé �ï ðïëý k+ jEj

êïñõöÝò. Áöïý �ï T ðåñéëáìâÜíåé üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ Z (�ï ðëÞèïò �ïõò åßíáé jEj), �ï óýíïëï

C �ùí êïñõöþí �ïõ T ðïõ áí�éó�ïé÷ïýí óå êïñõöÝò �ïõ G áðï�åëåß�áé áðü k êïñõöÝò �ï ðïëý.

ÅðåéäÞ �ï T åßíáé óõíåê�éêü êáé ïé êïñõöÝò �ïõ Z äåí óõíäÝïí�áé ìå�áîý �ïõò ìå áêìÝò ìÞêïõò 1,

êÜèå êïñõöÞ z

e

2 Z óõíäÝå�áé ìå áêìÞ ìÞêïõò 1 ìå êÜðïéá êïñõöÞ �ïõ C . Áðü �ïí ïñéóìü �ùí

ìçêþí, áõ�Þ åßíáé êÜðïéï Üêñï �çò áêìÞò e ó�ï G. ÄçëáäÞ, ãéá êÜèå áêìÞ e �ïõ G, �ïõëÜ÷éó�ïí

Ýíá áðü �á Üêñá �çò (áí�éó�ïé÷åß óå êïñõöÞ ðïõ) áíÞêåé ó�ï C . ¢ñá �ï C ïñßæåé Ýíá êÜëõììá

êïñõöþí ó�ï G ìå áñéèìü êïñõöþí ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ k. ut

ÁíáãùãÞ �ïõ Êõñßáñ÷ïõ Óõíüëïõ ó�çí ×ùñïèÝ�çóç Õðçñåóéþí. ¸ó�ù ãñÜöçìá G = (V;E) ó�ï

ïðïßï åëÝã÷ïõìå áí õðÜñ÷åé êõñßáñ÷ï óýíïëï D ìå jDj � k. Äçìéïõñãïýìå Ýíá ðëÞñåò ãñÜöçìá

G

0

ìå óýíïëï êïñõöþí V (ßäéï ìå áõ�ü �ïõ G). Ôï êüó�ïò êÜèå êïñõöÞò �ïõ G

0

åßíáé ßóï ìå 2.

Ïé áêìÝò �ïõ G

0

ðïõ õößó�áí�áé ó�ï G Ý÷ïõí ìÞêïò 1, ïé õðüëïéðåò Ý÷ïõí ìÞêïò 2. Åî´ ïñéóìïý

�á ìÞêç �ùí áêìþí éêáíïðïéïýí �çí �ñéãùíéêÞ áíéóü�ç�á. ÈÝ�ïõìå áêüìç B = jV j+ k.

ÔïG

0

, ìáæß ìå �á ìÞêç �ùí áêìþí, �ï êüó�ç �ùí êïñõöþí, êáé �ïB áðï�åëïýí Ýíá ó�éãìéü�õðï

ãéá �ï ðñüâëçìá ×ùñïèÝ�çóçò Õðçñåóéþí. ÄåäïìÝíïõ �ïõ G, �ï ó�éãìéü�õðï áõ�ü õðïëïãßæå�áé

óå ðïëõùíõìéêü ÷ñüíï. Èá äåßîïõìå ü�é �ï G Ý÷åé êõñßáñ÷ï óýíïëï D ìå jDj � k áíí õðÜñ÷åé

ëýóç ãéá �çí ×ùñïèÝ�çóç Õðçñåóéþí ó�ï G

0

ìå óõíïëéêü êüó�ïò ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ jV j+ k.

�ñÜãìá�é, êÜèå êõñßáñ÷ï óýíïëï D, jDj � k, ó�ï G ïñßæåé ìéá ëýóç ãéá �çí ÷ùñïèÝ�çóç

õðçñåóéþí ó�ï G

0

ìå óõíïëéêü êüó�ïò ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ jV j+ k. Ôï êüó�ïò åãêá�Üó�áóçò �çò

õðçñåóßáò ó�éò êïñõöÝò �ïõ D åßíáé 2jDj, êáé �ï êüó�ïò åîõðçñÝ�çóçò �ùí êïñõöþí ðïõ äåí
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áíÞêïõí ó�ï D åßíáé jV j � jDj, áöïý üëåò óõíäÝïí�áé ìå áêìÞ ìÞêïõò 1 ìå êÜðïéá êïñõöÞ �ïõ

D (åðåéäÞ �ï D åßíáé êõñßáñ÷ï óýíïëï ó�ï G).

Áí�ßó�ñïöá, Ýó�ù ìéá ëýóç ãéá �çí ×ùñïèÝ�çóç Õðçñåóéþí ó�ï G

0

ç ïðïßá ïñßæå�áé áðü �ï

óýíïëïC � V êáé Ý÷åé óõíïëéêü êüó�ïò ìéêñü�åñï Þ ßóï �ïõ jV j+k. ×ùñßò âëÜâç �çò ãåíéêü�ç�áò,

èåùñïýìå ü�é êÜèå êïñõöÞ �ïõ V nC óõíäÝå�áé ìå áêìÞ ìÞêïõò 1 ìå êÜðïéá êïñõöÞ �ïõ C (áí

õðÜñ÷åé v 2 V n C ðïõ óõíäÝå�áé ìå áêìÝò ìÞêïõò 2 ìå üëåò �éò êïñõöÝò �ïõ C , ìðïñïýìå íá

ðñïóèÝóïõìå �çí v ó�ï C ÷ùñßò íá áõîÞóïõìå �ï óõíïëéêü êüó�ïò). Áöïý �ï óõíïëéêü êüó�ïò

åßíáé 2jCj+ (jV j � jCj) � jV j+ k, Ý÷ïõìå ü�é jCj � k. ÅðéðëÝïí êÜèå êïñõöÞ ðïõ äåí áíÞêåé

ó�ï C óõíäÝå�áé (ó�ï G) ìå áêìÞ ìå êÜðïéá êïñõöÞ �ïõ C . Óõíåðþò �ï C áðï�åëåß Ýíá êõñßáñ÷ï

óýíïëï �ïõ G ìå k êïñõöÝò �ï ðïëý. ut
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