
Γράφοι
• Ένας γράφος ή αλλιώς γράφηµα αποτελείται απο 

– πλευρές (ακµές) και 
– κορυφές (κόµβους).

• Εφαρµογές: Τηλεπικοινωνιακά και Οδικά ∆ίκτυα, 
Ηλεκτρονικά Κυκλώµατα, Β.∆. κ.ά.



Graph Drawing

4 πιθανές αναπαραστάσεις του ίδιου γράφου



Σηµασιολογία
• Ένας γράφος συµβολίζεται µε G=(V,E)

– Όπου V={1,…,n} ένα σύνολο από κορυφές (vertices)
– ένα σύνολο από πλευρές ή ακµές (edges)
– συµβολίζουµε µια πλευρά
– n=|V| το πλήθος των κορυφών
– m=|E| το πλήθος των πλευρών

Παρατηρήσεις: Οι πλευρές είναι ένα διατεταγµένο ζέυγος
µε στοιχεία κορυφές δηλαδή 

εν γένει (1,2) δεν είναι το ίδιο µε το (2,1)
Θα γράφουµε (u,v) και θα εννοούµε οτι η κορυφή u

‘επικοινωνεί’ µε την κορυφή v.
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Μη κατευθυνόµενος γράφος

• Ένας µη κατευθυνόµενος γράφος (undirected 
graph), είναι ένας γράφος για τον οποίο ισχύει 

(u,v) αν και µόνο αν (v,u)

– Οι κορυφές u και v λέγονται άκρα της (u,v)
– Οι κορυφές u και v λέγονται γείτονες αν υπάρχει η (u,v).
– Αν η u έχει d γείτονες τότε λέµε πως έχει βαθµό d.



Κατευθυνόµενος γράφος

• Σε ένα κατευθυνόµενο γράφο (directed graph) τα 
επόµενα δεν είναι (εν γένει) ισοδύναµα

Πχ.                                   Υπάρχει η ακµή (1,2) ενώ 
δεν υπάρχει η ακµή (2,1)

• Στη κατευθυνόµενη πλέον πλευρά (u,v) η κορυφή u 
λέγεται πηγή (origin) και η v προορισµός (destination).

• Η κορυφή v 
• είναι γείτονας της u αν υπάρχει η κατευθυνόµενη 
πλευρά (u,v).

• έχει out-degree= d, αν έχει d γείτονες.
• έχει in-degree= d, αν είναι ο γείτονας d κορυφών.
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Γράφος µε βάρη
• Θεωρούµε µια συνάρτηση βάρους 

• Το w µπορεί να µοντελοποιεί 
βάρος, απόσταση, µήκος, χρόνο, 
κόστος, χωρητικότητα κ.ά. 
(επιτρέπονται και αρνητικά βάρη).

• Γενικά τα βάρη δεν ικανοποιούν 
την τριγωνική ανισότητα 
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Απλός γράφος (simple)
• Απλός γράφος λέγεται ο γράφος που δεν έχει 

– παράλληλες πλευρές 
– Self loops (πλευρές µε του τύπου (u,u))

• Σε απλό µη κατευθυνόµενο γράφο υπάρχουν το 
πολύ                                       

πλευρές.

• Σε απλό κατευθυνόµενο γράφο υπάρχουν το πολύ  
m=n(n-1) πλευρές.

• Πυκνός γράφος: m=Θ(n2) 
• Αραιός γράφος: m=Θ(n)
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Ισοµορφισµός µεταξύ γράφων

• ∆ύο γράφοι G1 και G2 λέγονται ισοµορφικοί αν 
υπάρχει ένα προς ένα αντιστοιχία των κορυφών 
τους έτσι ώστε ένα ζεύγος κορυφών του G1
συνδέεται µε µια ακµή αν και µόνο αν το 
αντίστοιχο ζεύγος κορυφών του G2 συνδέεται µε 
µια ακµή



Γράφος µε ετικέτες (labelled)

• Σε γράφο µε ετικέτες κάθε κορυφή έχει µια 
µοναδική ετικέτα (ID) που τη χαρακτηρίζει 
µονοσήµαντα. (Συνήθως 1..n)

• Για ένα γράφο µε ετικέτες µε n κορυφές υπάρχουν          
µη ισοµορφικοί του.

– Π.χ. Για n=3 υπάρχουν 8 τέτοιοι γράφοι
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Μονοπάτια (paths) και κύκλοι (cycles)

• Μονοπάτι P=(v0, v1 ,…,vk) µήκους k είναι µια 
ακολουθία απο κορυφές έ.ώ. να υπάρχει πλευρά (vi, 
vi+1) για 0<=i<=k-1 (µε όλες τις πλευρές 
διαφορετικές)

• Κύκλος C=(v0, v1 ,…,vk-1, v0) µήκους k είναι ένα 
µονοπάτι που ξεκινά και τελειώνει µε την ίδια 
κορυφή.

• Απλό µονοπάτι: όλες οι κορυφές είναι 
διαφορετικές

• Απλός κύκλος: όλες οι κορυφές είναι διαφορετικές 
εκτός από την αρχική και τελική που είναι ίσες



Οι γέφυρες του Königsberg

• Πρόβληµα : Είναι δυνατόν να διασχίσει κανείς 
και τις 7 γέφυρες περνώντας µια φορά από κάθε 
µια, ξεκινώντας και τελειώνοντας σε οποιοδήποτε 
σηµείο;



Euler & Hamilton (paths & cycles)

• Euler µονοπάτι (Euler tour): µονοπάτι που 
περιέχει µια φορά ακριβώς όλες τις ακµές.

• Euler κύκλος: κύκλος που περιέχει µια φορά 
ακριβώς όλες τις ακµές.

• Hamilton µονοπάτι (Hamilton tour): απλό 
µονοπάτι που περιέχει µια φορά ακριβώς όλες τις 
κορυφές.

• Hamilton κύκλος: απλό κύκλος που περιέχει µια 
φορά ακριβώς όλες τις κορυφές.



Συνεκτικός γράφος
• Ένας µη κατευθυνόµενος γράφος θα λέγεται συνεκτικός
αν για κάθε ζεύγος κορυφών του υπάρχει µονοπάτι που τις 
συνδέει.

• Ένας κατευθυνόµενος γράφος θα λέγεται ισχυρά 
συνεκτικός (strongly connected) αν για κάθε ζεύγος 
κορυφών του υπάρχει ‘κατευθυνόµενο’ µονοπάτι που τις 
συνδέει.

• Ένας κατευθυνόµενος γράφος θα λέγεται ασθενά 
συνεκτικός (weakly connected) αν ο αντίστοιχος µη 
κατευθυνόµενος γράφος είναι συνεκτικός.
– Σε απλό συνεκτικό µη κατευθυνόµενο γράφο υπάρχουν 
τουλάχιστον m=n-1 πλευρές.

– Σε απλό ισχυρά συνεκτικό κατευθυνόµενο γράφο υπάρχουν 
τουλάχιστον m=n πλευρές.



Υπογράφος

• Ο γράφος G’=(V’,E’) θα λέγεται υπογράφος ενός 
γράφου G=(V,E) αν:
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Πλήθος Πλευρών

• Θεώρηµα: Έστω G ένας απλός µη 
κατευθυνόµενος γράφος και k το πλήθος των 
συνεκτικών συνιστωσών τότε:

• Πρόταση: Ένας απλός µη κατευθυνόµενος 
γράφος µε n κορυφές είναι συνεκτικός αν έχει m 
πλευρές µε:

δηλαδή να έχει περισσότερες από τις ακµές του 
πλήρους γράφου n-1 ακµών.
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Θεώρηµα 4 χρωµάτων

• Είναι δυνατόν να χρωµατίσουµε ένα χάρτη µε 4 
χρώµατα ώστε γειτονικές χώρες να έχουν 
διαφορετικό χρώµα;

• Ή είναι δυνατόν να χρωµατίσουµε τις κορυφές 
του γράφου µε το πολύ 4 χρώµατα;

• Μπορεί να χρωµατιστεί ένας επίπεδος γράφος µε 
το πολύ 4 χρώµατα;

• Θεώρηµα 4-χρωµάτων (4-coloring theorem)
Το ελάχιστο πλήθος χρωµάτων που απαιτείται για 
το χρωµατισµό ενός επίπεδου γράφου είναι 4.



∆ιάφορα Προβλήµατα

• Ταιριάσµατος (matching)

• Περιπλανώµενου (πλανόδιου) πωλητή (TSP)

• Κάλυψης κορυφών (vertex cover)

• Ισοµορφισµού (subgraph-isomorphism)

• Κλίκας (clique)
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